Capitulo |

Variedades afines

En este capitulo se introduce el espacio afin mediante acciones vectoriales. Se definen sus
subespacios o variedades afines, y se describen sus posiciones relativas, en especial el pa-
ralelismo. Se introducen los puntos de infinito. Se analizan las interseccién y la generaciéon
de variedades afines. Se define la dimension y se prueba la formula de Grassmann.

1. El espacio afin

En todo lo que sigue, consideramos un cuerpo base K de caracteristica cero,
que para nosotros siempre serd el cuerpo R de los niimeros reales o el cuerpo C
de los nimeros complejos. La primera definicién es la siguiente:

Definicion 1.1. Un espacio afin (sobre K) es un conjunto no vacio X equipado
con una accion vectorial vy, que es una aplicacion

7:XxX—>Y:(x,y)'—>fy(x,y):@,
con valores en un espacio vectorial X sobre K, tal que:
(a) Se cumple Ty = T2 + zy para cualesquiera z,y,z € X,y
(b) La aplicacién v, : X — X y — T es biyectiva para algin x € X.

Los elementos de X son los puntos y los vectores de X son las direcciones. Dados
dos puntos z,y € X y el correspondiente vector u = 7%, diremos que x es el origen
de u e y es el extremo de u; la igualdad u = Z7 se escribe también y = = + u,
operacion que se denomina traslacion.

La figura siguiente representa la propiedad (a) de la definicién anterior y la
observacién 1.2(3) que veremos a continuacién.

z
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De la primera de las condiciones de esta definicién se deducen inmediatamente
varias propiedades naturales:

Observaciones 1.2. Sea X un espacio afin.
(1) Para cualquier punto x € X se cumple 2 = 0.

En efecto, la propiedad (a) para x = y = z dice que & = T + T, luego
Tz = 0.

(2) Dados z,y € X, es y& = —Z7.

De nuevo por (a), ahora cuando y = x, resulta & = T2 + zZ, y como =2 = 0,
concluimos que los vectores zZ y T2 son opuestos.

3) Dados cuatro puntos z,v, z,t € X, si T = 21, entonces T2 = yl.
Yy Y Yy

Aplicando dos veces (a) deducimos:

—

Ty + yt,

T2+ 2t = 7l

—

de modo que si T = =i, restando este vector en ambos miembros queda 7% = yt.

La condicién (b) de la definicién de espacio afin tiene el inconveniente de
ser existencial, de modo que su comprobacién parece requerir una exploracion
incierta. Pero esto es sélo aparente:

Proposicion 1.3. Sea X un espacio afin y v su accion vectorial. Entonces la
aplicacidon v, : y — Ty es biyectiva para todo v € X.

Demostracion. Sabemos que existe un punto a € X tal que la aplicacién v, : y —
aj es biyectiva, y debemos deducir lo mismo para cualquier x € X.

Veamos primero que v, : X — X es suprayectiva. Sea u € )_(), y consideremos
el vector aZ + u. Por ser =, suprayectiva, existe y € X tal que az + u = agy.
Obtenemos:

=Gy — @ = T+ @l = 7Y = ().

Vista asi la suprayectividad, pasemos a la inyectividad. Supongamos T = TZ.
Entonces
Td + ay = TY = T2 = Ta + az,

con lo que @y = a2 y por ser -y, inyectiva concluimos y = z. ]
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El modelo fundamental de espacio afin es el espacio afin estdndar que deno-
tamos A", y estd definido como sigue: (i) el conjunto X es K", pero despojado
de cualquier estructura, simplemente como conjunto de puntos, (ii) el espacio
vectorial de direcciones X es K", ahora si considerado como espacio vectorial, y
(iii) la accién vectorial es

Y(z,y) =20 =y — =z,

la resta hecha en el espacio vectorial K. En esta definicién los elementos de
K" = A" = A" se contemplan a veces como puntos, a veces como vectores: en
lo que acabamos de escribir, ¥ — x es un vector, pero x e y son puntos. Aunque
el rigor matematico parece requerir escribir siempre A" para denotar el espacio
afin y A" para denotar el espacio vectorial, muy frecuentemente escribiremos K"
tanto para el espacio afin como para el vectorial, dejando al contexto aclarar
a cuél nos referimos. Este ejercicio de ambigiiedad (como en prob.1.8, p.11) es
muy provechoso una vez asimilado; lo remarcaremos mas en 1.2.2, p.4 y en otras
ocasiones que lo aconsejen.

Veremos més adelante que este espacio estandar es el modelo universal de
espacio afin.

2. Variedades afines

La nocién de subespacio de un espacio afin es la siguiente:

Definicion 2.1. Sea X un espacio afin sobre K. Una variedad afin de X es un
subconjunto no vacio ¥ < X en el que la accién vectorial de X induce por
restriccién una estructura de espacio afin.

Aunque es una trivialidad, senalemos que el propio X es un variedad afin. Se
suele calificar de ambiente.

Analicemos lo que la definicién significa. Sea v : X x X — X la accién
vectorial de X, y consideremos su restriccion
Vyxy 1Y xY >4 xY): (2,y) = v(z,y) =77
Dejemos de momento la condicién de que 7|y xy tome valores en un espacio
vectorial, y veamos como se expresan con las condiciones (a) y (b). La primera
condicién se cumple para cualesquiera puntos de X, luego en particular para
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cualesquiera z,y,z € Y. En cuanto a la segunda, como Y # &, tomemos un
punto a € Y. Como la aplicacién v, : X — X es biyectiva, su restriccién a Y es
inyectiva, y prescribiendo su imagen, obtenemos una biyeccién

Yaly 1Y = 7a(Y)={u=0aZ:2zeY}.

Tenemos pues Y = a++,(Y), y para que Y sea una variedad afin, es necesario que
el conjunto 7, (Y") sea un subespacio vectorial de X. Pero, ademas, esa condicion
es suficiente. En efecto, basta ver que si v,(Y") es un subespacio vectorial, entonces

VY X Y) = 7a(Y).
Pero si z,y € Y, tenemos
Ty = T4 +ay = —az +af € v (Y),

por estar suponiendo que 7,(Y) es subespacio vectorial.

Acabamos pues de demostrar que un subconjunto Y < X es una variedad afin
sty sélo si los vectores a2,z € Y, constituyen un subespacio vectorial de 7, que
sera el espacio de direcciones o direccion Y de Y. Otra forma de decir esto es que
el subconjunto Y se puede escribir como Y = a + V para un subespacio vectorial
V de X. Claramente a + V = V estd completamente determinado por Y.

Sean Z < Y son dos variedades afines. Como cualquier punto a de Z es un
punto de Y, tenemos Z = Ya(Z) € 7 (Y) = Y. Esto se deduce también de que
Z es una variedad afin del espacio afin Y, luego 7 es un subespacio vectorial
del e?szpacio de direcciones Y de Y. Si tenemos Z = , entonces Z = a + 7 =
a+Y =Y.

Observacion 2.2. Acabamos de describir las variedades afines como las trasla-
ciones Y = a + V de los subespacios vectoriales. Esta sugerente terminologia es
literal en el caso del espacio afin estandar A" = K". Sea Y < K" una variedad
afin y V = Y su espacio de direcciones. Para cualquier punto a € Y, tenemos:

y=a+aygeY siysolosi ageV,
siysdlosi y—aecV,
siysélosi yea+ V.

Por tanto, las igualdades

Y={a+u:uecV}i=a+V, Y=V=—a+Y
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representan lo que parece: suma en K". En particular, si Y pasa por (0,...,0)
podemos tomar a = (0,...,0), y tenemos Y = Y.

Como hemos dicho el espacio afin estandar K™ es el modelo de todos los
demds, la manera natural de calcular que acabamos de describir debe valer en un
afin X arbitrario. Y de hecho vale, una vez hayamos introducido las coordenadas
en X. ]

Debe advertirse que los puntos son variedades afines con direccién {0}.

(2.3) Posiciones relativas de dos variedades afines. Dos variedades afines Y, Z
de X pueden cortarse o no, en cuyo caso se pueden dar diversas incidencias. Si
Y n Z = @, nosotros distinguiremos dos extremas: (i) si uno de los espacios de
direcciones ?, 7 esté contenido en el otro, diremos que Y y Z son paralelos, y (ii)
siYnZ = {0} diremos que Y y Z se cruzan. Obsérvese que entre la interseccién
nula y el contenido hay muchas posibilidades, tantas mas cuanto mayor sea X. |

(2.4) Puntos de infinito. (1) El concepto de paralelismo es especifico del espa-
cio afin, pero conduce inevitablemente al concepto de punto de infinito, que es
especifico del espacio proyectivo. Aqui nos limitamos a la siguiente justificacion
heuristica. Un punto de infinito puede entenderse como el punto en el que interse-
carian dos rectas paralelas. Lo que comparten las rectas paralelas es la direccién,
luego podemos considerar esa direccién como el punto de infinito en cuestién. Asi
pues, los puntos de infinito de X son las direcciones de X. Para representar una
direccién vale cualquier vector no nulo que la genere. Digamoslo una vez més: el
punto de infinito de la recta r = a+ L[u] es la direccién 7 = L{u] X, direccién
representada por el vector u # 0. Denotaremos el punto de infinito por [u].

(2) Lo mismo que para rectas diremos para cualquier variedad afin Y < X:
sus puntos de infinito son las direcciones de 7, que no son mas que las direcciones
de todas las rectas paralelas a Y. Segun esto, dos variedades afines Y, Z que no
se cortan: (i) son paralelas si los puntos de infinito de una son puntos de infinito
de la otra, y (ii) se cruzan si no tienen ningin punto de infinito comun. I

3. Operaciones con variedades afines

Sea X un espacio afin sobre K con espacio de direcciones X. Veamos qué
operaciones hacer con variedades afines. La primera no tiene dificultad:
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(3.1) Interseccién de variedades afines. Sea (Y] : i € ) una familia de variedades
afines. Si la interseccién Y = ("), Y; es no vacia, entonces es una variedad afin con

direccién
g ahd
En efecto, sea a € Y. Entonces Y; = a + Y; para todo 7, y se comprueba que
Y=a+ ﬂlz?,
lo que implica la afirmacién anterior. ]

Una vez visto esto, podemos definir:

Definicién 3.2. Sea A < X un conjunto no vacio arbitrario. La interseccién
V(A) =y-4Y de todas las variedades afines Y de X en las que estd contenido
A se denomina variedad afin generado por A.

Por lo anterior, V(A) es efectivamente una variedad afin, la menor que con-
tiene a A, y su direccién se puede expresar como sigue: si a € A es un punto
cualquiera de A, entonces

—

V(A) = L{a: z e Al

En efecto, m contiene todos los vectores que unen puntos suyos, en parti-
cular, puntos de A, de lo que se sigue el contenido de derecha a izquierda. Para el
otro veamos que V' (A) estd contenido en la variedad afin Y = a + L[aZ : = € A].
Esto se deducird de que Y contiene a A: si b € A, entonces

b=a+%ea+L[cﬁ::xeA]:Y.

Un caso particular importante es cuando A es la unién de dos variedades
afines Y, Z < X, en cuyo caso denotamos V(A) = V(Y, Z). Se tiene

Proposicion 3.3. Consideremos dos puntos a € Y, b € Z. La direccion de la
variedad afin V (Y, Z) generada porY y Z es

VY, Z) = Llab]+ Y + Z.

SiY y Z no se cortan, entonces L[a?i] (Y + Z) = {0}.
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Demostracion. Como V (Y, Z) contiene los dos puntos a y b, el espacio de direc-
ciones V(Y, Z ) contiene al vector ab. Como ese espacio de direcciones también
contiene a Y yva 7, deducimos el contenido de derecha a izquierda. Para el otro,
basta probar que V (Y, Z) esté contenida en la variedad afin T = a+L[ab]+Y + Z,
viendo que esa variedad T contiene a Y y a Z. Si y € Y tenemos

y=a+ajca+Y ca+L[ab|+Y +Z =T,
v si z € Z tenemos

r=a+at=a+ab+biea+Liabl+Z ca+L[ab]+Y +Z =T.

Ahora supongamos que L[%] N (7 + 7) # {0}. Entonces necesariamente
abeY + 7, de manera que existen puntos y € Y, z € Z tales que ab = ay + bz
Resulta:

y=a+aj=a+ab—br=b—breb+ 2 = Z,

y por tanto y € Y n Z. Esto prueba la afirmacion final del enunciado. 1

4. Dimension e incidencia

Sea X un espacio afin. Hasta ahora no hemos dicho nada de dimensiones, pero
en lo sucesivo supondremos siempre que X es de tipo finito, y por definicién la
dimension de X, que denotamos dim(X), es la de X; sean = dim(X) = dim(X).
Si X se reduce a un punto, entonces tiene dimensién 0; si X tiene dimensién 1,
se llama recta afin, y si tiene dimensién 2 se llama plano afin.

Toda variedad afin Y < X tiene espacio de direcciones Y < X también de
tipo finito, y con dimensién dim(Y) = dim(Y) < dim(X) = n. La codimension
de Y en X es

codim(Y) = dim(X) — dim(Y) = dim(X) — dim(Y) = codim(Y).
Como es habitual, un hiperplano afin es una variedad afin de codimension 1.

La dimensién es importante al considerar las incidencias de variedades. Por
ejemplo, si dos variedades Y, Z < X de la misma dimensién son paralelas, enton-
ces Y = 7, pues esas direcciones tienen igual dimensién y una esta contenida en
la otra. Mas adelante veremos més ejemplos.
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Dos puntos distintos a,b € X generan una recta afin, pues
— —
V(a,b) = a+ L[ab] con ab # 0.

Decimos que tres puntos distintos a,b,c € X estan alineados si uno de ellos
pertenece a la recta que generan los otros dos.

El resultado bésico sobre dimensiones de variedades afines es la siguiente
formula de incidencia de Grassmann:

Proposicion 4.1. Sean Y, Z c X wvariedades afines. Entonces

0 si1YnZ#o.

dim(V (Y, Z)) =dim(Y) + dim(Z)— dim(Y n Z) +k, k= { 1 siYnZ=0.

Demostracion. Como sabemos, dados dos puntos a €Y, be Z, es
VY, Z)=Llab)|+Y + Z.

Por tanto,

ab)) + dim(Y + Z) — dim(L[ab] n (Y + 2))
= dim(Y) + dim(Z) — dim(Y n Z)
+ dim(L[ab]) — dim(L[ad] ~ (Y + 2))
= dim(Y) + dim(Z) — dim(Y n Z)
+ dim(L[ab]) — dim(L[ad] ~ (Y + 2)).
Para terminar observamos que: (i) si Y y Z se cortan, podemos tomar a = b, y

los dos ultimos sumandos valen 0, y (ii) si Y y Z no se cortan, el iltimo sumando
es 0 y el pentltimo 1. 1

Observaciones 4.2. (1) En el caso Y n Z # & la férmula de incidencia se puede
escribir sin direcciones y queda como para espacios vectoriales:

dim(V(Y, Z)) = dim(Y) + dim(Z) — dim(Y n Z).
En efecto, se tiene Y n Z =Y n Z y dim(Y n Z) = dim(Y n 2).

(2) Para que dos variedades Y, Z de X se crucen, la suma de sus dimensiones
debe ser estrictamente menor que la dimension de X.
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En efecto, si se cruzan, la férmula de Grassmann dice que

dim(X) = dim(V (Y, Z)) = dim(Y) + dim(Z) — dim(Y n Z) + 1
= dim(Y) +dim(Z) =0+ 1 > dim(Y") + dim(Z).

Por ejemplo, la menor dimensién (del espacio afin ambiente) en que dos planos
se cruzan es 5. I

Como ilustracién, veamos cudles son las posibles posiciones relativas de rectas
e hiperplanos en un espacio afin.

Ejemplos 4.3. Sea X un espacio afin de dimensién n.
(1) Un hiperplano de X y un punto fuera de él generan X.

En efecto, sea Y un hiperplano y a € X\Y. Entonces V(a,Y) D Y, luego la
dimensién de V(a,Y) esn, y V(a,Y) = X. También podemos usar la férmula de
Grassmann:

dim(V (a,Y)) = dim({a}) + dim(Y) — dim({0} n Y) + 1
=0+(n—-1)—-0+1=n.

(2) Dos rectas distintas de X pueden cortarse en un punto, ser paralelas o
cruzarse. En los dos primeros casos generan un plano, y en el tercero generan
una variedad afin de dimensién 3 de X (asi, dos rectas del plano afin no pueden
cruzarse).

Sean r y s dos rectas distintas de X. La dimensiéon de 7 N8 es 0 o 1. En
el primer caso la férmula de Grassmann dice que la dimension de la variedad
generada por las dos rectas es: (i) 2 si se cortan, (ii) 3 si no se cortan. Es decir,
las dos rectas se cortan y generan un plano, o se cruzan y generan una variedad
de dimensién 3. El caso que queda es que 7 = 8, y si pasaran por un mismo
punto a, seria r =a+ 7 = a+ § = s. Por tanto, las rectas son paralelas.

(3) Dos hiperplanos distintos de X pueden ser paralelos o cortarse en una
variedad afin de codimension 2. En todo caso generan X.

Sean Y y Z dos hiperplanos distintos. La dimensién de YnZ puede ser n—1
o n — 2. En el primer caso, Y =7 y los planos son paralelos (si se cortaran en
un punto a serian iguales: Y = a + Y=a+7Z = Z). En el segundo caso, de la
férmula de Grassmann resulta

n=dm(V(Y,Z2)=n—-1)+(n—-1)—(n—-2)+k=n+k,
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luego & = 0, la interseccién de los hiperplanos tiene dimensiéon n — 2 y juntos
generan X. Se dice que los hiperplanos se cortan en dimension n — 2.

(4) Una recta y un hiperplano de X que no la contenga pueden cortarse en
un punto o ser paralelos. En todo caso generan X. ]

Sean r e Y una recta y un hiperplano de X. Una vez més miramos la dimensién
d de la interseccion 7 n Y, que puede ser 0 o 1, y aplicamos la formula de
Grassmann:

n=>dm(V(rY)=1+n—-1)—d+k=n—-d+k.

Sid = 0, entonces k£ = 0, y la recta y el hiperplano se cortan en un punto. Si
d =1y k =1, entonces la recta y el hiperplano son paralelos. En estos dos casos,
la recta y el hiperplano generan X. En fin, si d = 1 y k = 0, entonces la recta y
el hiperplano se cortan en algin punto a, y r =a+ 7 C a + Y = Y, contra la
hipétesis. ]

Problemas

Numero 1. ;Es la circunferencia 22 + 32 = 1 una variedad afin de K?? ;Y la
pardbola y = 22?

Nuamero 2. Probar que dos variedades Y, Z de un espacio afin X se cortan si y
sélo si Y + Z contiene todos los vectores y2conyeY,ze Z.

Numero 3. ;Cudl es la menor dimensién en que pueden cruzarse dos variedades
afines de dimensiones r y s?

Nuamero 4. Formular y probar el siguiente hecho bien conocido de la Geometria
Elemental: si los lados opuestos de un cuadrildtero son paralelos, entonces dos
lados opuestos son iguales.

Nuimero 5. Sea X un espacio afin de dimensién > 3. Demostrar que:
(a) Un punto y una recta que no pasa por él generan un plano.
(b) Dos rectas que se cortan en un punto generan un plano.

Namero 6. Sea Y una variedad del espacio afin estandar K™. Demostrar que
a + Y,a € K", son todas las variedades paralelas a Y y de la misma dimension
que ella.

Nuimero 7. Demostrar que una variedad afin Y de un espacio afin X es un
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hiperplano si y sélo si para toda variedad Z < X o bien Z es paralela a Y o bien
ZnY # a.

Ndmero 8. Sea H subconjunto de K™ =A™ que no contiene a (0, . ..,0). Demos-
trar que H es un hiperplano afin si y sélo si existe una forma lineal h : K" = AT
K tal que H = h~1(1). Identificar H en ese caso. Qué ocurre si (0,...,0) € H?

Nuamero 9. Sean Y, Z variedades de un espacio afin X de dimensién n, distintas
y de la misma dimensién. Probar que Y y Z son paralelas si y s6lo si no se cortan
y son ambas hiperplanos en otra variedad T < X.

Namero 10. Se consideran en un espacio afin dos rectas L y L' que se cortan
en un punto, y seis puntos a,b,c € L, a’,b', ¢ € L' tales que las rectas V(a,V'),
V (b, ') son paralelas a las rectas V(b,a’), V(c,b') respectivamente. Probar que
entonces la recta V(a,a’) es paralela a V(c, ).



