CAPITULO |

Generalidades sobre cuerpos

En este capitulo se introduce la nocion de extensiéon de cuerpos, que surge de
modo natural al estudiar raices de polinomios. En la primera seccién se senala
que si L| K es una extension de cuerpos entonces L tiene una estructura natural
de K-espacio vectorial. En la segunda se distinguen los elementos algebraicos
de los transcendentes y se estudian las extensiones algebraicas, y entre ellas las
finitas.

Guia para leer el capitulo. El Ejemplo 1.1.5 pone de manifiesto porqué las
extensiones algebraicas de cuerpos surgen de modo natural al estudiar ecua-
ciones algebraicas.

La transitividad del grado 1.1.6, cuya prueba dice més que el enunciado,
véase 1.1.7, junto con el hecho de que [E: F] =1siysolosi E = F,1.1.8, son
dos instrumentos esenciales a lo largo del curso.

Es importante entender que K(aq,...,a,) es el cuerpo de fracciones de
Klay,...,ay] y, también, el menor cuerpo que contiene a K, ay,...,a,, véase
I.1.9. A este respecto, cabe mencionar que K(ai,...,a,) = Kla1,...,a,] siy

solo si cada a; es algebraico sobre K, 1.2.3.

Algebricidad y finitud estan fuertemente relacionadas, 1.2.3, por lo que la
transitividad de la finitud se traduce en la transitividad de la algebricidad,
1.2.10.

Se empleard constantemente el Teorema del elemento primitivo para ex-
tensiones de cuerpos de caracteristica cero, 1.3.3, mientras que de 1.3.5 es, a
nuestro parecer, més interesante su demostraciéon que el enunciado.
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1. Definiciones y conceptos basicos de la teoria de
cuerpos

El objetivo de esta seccién es introducir parte de la terminologia y notacion
que nos permitirdn estudiar extensiones de cuerpos.

Definiciéon 1.1.1 (Extension de cuerpos) (1) Una extension de cuerpos es
una terna (K, j, L), donde K y L son cuerpos y j : K — L es un homomor-
fismo. Se suele abreviar L|K. Vimos en I1.1.5, vol. I, que todo homomorfismo
de cuerpos es inyectivo, por lo que podemos identificar K con su imagen j(K)
y considerar las extensiones de cuerpos como inclusiones de cuerpos K C L.
Diremos entonces que K es un subcuerpo de L.

(2) Dadas extensiones de cuerpos (K, ji,L) y (L, jo, F), la terna (K, j3, E),
donde j3 := jo o j1, es una extension, y se dice que (K, j1, L) es una subexten-
sion de (K, j3, E). En tal caso siempre podemos suponer que K C L C E'y
las operaciones en K y L son las restricciones de las operaciones en E. Abre-
viaremos lo anterior diciendo que L|K es una subextension de F|K.

Ejemplos 1.1.2 (1) Denotemos Q, R y C, respectivamente, los cuerpos de los
numeros racionales, reales y complejos. Como Q C R C C y las operaciones en
cada uno de estos cuerpos son las inducidas por la suma y producto de ntimeros
complejos, C|R es una extension de cuerpos y R|Q es una subextension de C|Q.

(2) Sean K un cuerpoy f € K[t] irreducible. Como K[t] es un DIP, por V.1.5
vol. I1, el polinomio f genera un ideal maximal en K[t] y por tanto el cociente
L := K|[t]/(f) es un cuerpo donde, por simplicidad, hemos denotado (f) el
ideal principal f - K[t]. Se comprueba inmediatamente que la aplicacion

j: K —=L, a—a+(f)

es un homomorfismo, y por tanto (K, j, L) es una extension de cuerpos.

(3) El siguiente ejemplo explica por qué conviene utilizar la notacion L|K en
lugar de K C L. Sean v/2 el tinico ntiimero real positivo cuyo cuadrado vale 2
y el homomorfismo evaluacion en /2 definido por

QO:Q[t]_)I& f'_>f(\/§)

Su imagen es Q[v/2] := {a + bv/2 : a,b € Q}. En efecto, g(t) :=t> — 2 € Q[t],
que es un polinomio irreducible en Z[t], y por tanto en Q[t], por el Criterio de
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Eisenstein, VI.2.7 vol. II, cumple ¢(g) = 0. Al dividir cada f € Q[t] entre g(t)
existen ¢ € Q[t] y a,b € Q tales que f(t) = g(t)q(t)+bt +a. En consecuencia,
o(f) = a+ bV2.

Ademas (g) = ker ¢ pues es obvio que (g) C ker ¢ y la igualdad se deduce
por ser el ideal (¢g) maximal. Asi, por el Primer Teorema de isomorfia,

Qltl/(9) = Q[t]/ ker p =~ imp = Q[V2],

de donde en particular se deduce que K := @[\/i] es un cuerpo. Consideramos
los homomorfismos de cuerpos

j1:K >R a+0V2—a+bvV2 & jo:K >R, a+bV2—a—bv2.

Las extensiones (K, j1,R) v (K, jo,R) son distintas, pues no existe ningin
homomorfismo de cuerpos ¥ : R — R que haga conmutativo el diagrama:

R—Y-R

DN

K

En efecto, si existiese tal homomorfismo se tendria
V2= 5(V2) = 0(1(V2) = ¥ (V2) = 0 ((V2)?) = (¢(V2)" > 0,

que es una contradiccion.

(4) Sean K un cuerpo y el homomorfismo ¢ : Z — K, k +— k- 1x. Su nucleo es
un ideal primo de Z, luego, o bien ker ¢ = (0), o bien existe un nimero primo
p € Z tal que ker ¢ = pZ. En el primer caso, char(K) = 0 y el homomorfismo
v se extiende al cuerpo de fracciones Q de Z mediante

donde m,n € Zy n # 0.

Si ker ¢ = pZ entonces char(K) = p y, por el Primer Teorema de isomorfia,
existe un homomorfismo inyectivo @ : Z,, = Z/ ker ¢ — K, k + pZ — @(k).

En el primer caso se dice que Q es el cuerpo primo de K,y en el segundo
dicho cuerpo primo es Zj,. Notese que si un cuerpo K es finito su caracteristica
es un primo p, pues en otro caso contendria un cuerpo isomorfo a Q, contra
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la finitud de K. El reciproco es falso; el cuerpo de fracciones del anillo de
polinomios Z,[t] es infinito y de caracteristica p.

(5) La situacion del ejemplo del apartado (3) no es la regla general, en el sentido
de que, en ocasiones, fijados un cuerpo L y un subcuerpo suyo K existe un tinico
homomorfismo j : K — L, lo que hace superflua la mencién al homomorfismo
j. En efecto, acabamos de ver que todo cuerpo L de caracteristica 0 contiene
a Q, y vamos a comprobar que todo homomorfismo j : Q — L cumple que
j(q) = q para cada ¢ € Q. Como j(1) =1, se tiene j(n) = n para cada entero
positivo n pues si suponemos por induccion que j(n — 1) = n — 1, entonces

jn)=i((n-1)+1)=jn-1+jl)=mn-1)+1=n
Ademas j(0) =0y si m € Z es negativo su opuesto n := —m es positivo, y
0=3(0) =3(m+n)=j(m)+jn) =jm)+n,

asi que j(m) = —n = m. Finalmente, para todo ntmero racional q :=
donde m,n € Z y n # 0 se tiene

m
n?

m=3j(m)=3j(gn) =3i(@)in) =3jl@n ~ jl@) =

(6) También sucede que el tnico homomorfismo j : R — R es la identidad. En
efecto, en caso contrario existiria z € R tal que j(x) # x, y cambiando x por
—x podemos suponer que z < j(x). Tomamos g € Q tal que x < ¢ < j(x). Asi
q — = > 0, luego existe y € R tal que ¢ — x = 32 y, por lo probado en (5),

¢=3(a) = 3(@)+ 3 = i)+ (®)* > i),
que es una contradiccion.

(7) Se dice que las extensiones (K, j1,E) y (K, j2,L) son isomorfas si existe
un isomorfismo ¢ : £ — L tal que ¢ o j; = jo. Si suponemos que j1 y jo2 son
inclusiones conjuntistas la condicién anterior equivale a que la restricciéon de ¢
al cuerpo K es la identidad.

Observacion 1.1.3 Si L| K es una extension de cuerpos identificamos K como
subcuerpo de L, por lo que L admite una estructura canoénica de K-espacio
vectorial. Para ello se consideran como operaciones la suma de L y el producto
por escalares de K definido por

K XxL—L,(\x)— Az =\,

donde el producto A-x es su producto como elementos de L. Este hecho justifica
las siguientes definiciones.
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Definiciones 1.1.4 (Grado de una extensiéon) Sea L|K una extension de
cuerpos.

(1) Se llama grado [L : K] de la extension a la dimension dimg L de L como
K-espacio vectorial.

(2) Se dice que la extension L|K es finita si lo es su grado. En caso contrario
se dice que L|K es infinita.

Ejemplo I.1.5 Sean K un cuerpo, f € K[t] un polinomio irreducible en K|[t]
y L := K[t]/(f). La extension L|K es finita y su grado coincide con el del
polinomio f. De hecho, si denotamos n := deg(f) entonces

B={1+(f), t4+(f),..., t" 1+ ()}

es una base de L como K-espacio vectorial. En efecto, para cada a € L existe
un polinomio g € K|[t] tal que a := g + (f). Dividiendo g entre f, existen
q,r € K[t] tales que deg(r) < ny g=qf +r, luego a = r + (f). Escribimos
ri= Z?:_ol ajt! donde cada a; € K, y asf

n—1 n—1
a=r+(f)=> ait! +(f) =Y a;(t/ + (),
j=0 i=0

lo que demuestra que B es sistema generador de L como K-espacio vectorial.
En cuanto a la independencia lineal, sean bg, b1,...,b,_1 € K tales que

n—1 n—1
0= br(* 4+ () = D bit" + ()
k=0 k=0

o, equivalentemente, g := by + b1t + - -+ + b, _1t""! € (f). Esto significa que
f, que tiene grado n, divide al polinomio g, cuyo grado es menor o igual que
n — 1. Por tanto g = 0, es decir, b; =0 para 0 < j <n — 1.

Proposicion 1.1.6 (Transitividad del grado) Sean L|K y E|L extensio-
nes de cuerpos. Las siquientes afirmaciones son equivalentes:

(1) L|K y E|L son finitas.
(2) E|K es finita.

Si se cumplen las condiciones anteriores, entonces

[E:K|]=[FE:L]-[L:K].
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Demostracion. Podemos suponer que K C L C E, y asi L es un subespacio
vectorial de E como K-espacio vectorial.

(1) = (2) Sean By := {uy,...,up} y Ba := {v1,..., vy} bases, respectiva-
mente, de E como L-espacio vectorial y de L como K-espacio vectorial. Veamos
que

By:={uv;: 1<i<n, 1<j<m}CE

es una base de E como K-espacio vectorial. lo que prueba la finitud de la
extension E|K y laigualdad [E : K] = [E : L] - [L : K] del enunciado, pues Bj
tiene mn elementos.

En primer lugar, comprobaremos que B3 es sistema generador. Para cada
x € F existen Aq,..., A, € L tales que

n
=1

Como cada \; € L existen 1, ..., um € K tales que \; = Z;n:1 ijvj. Asi,
n n m n m
T M=) vt =)D Higivy,
i=1 i=1 j=1 i=1 j=1

lo que demuestra que Bs es un sistema generador de F¥ como K-espacio vec-
torial. Veamos a continuacién que también es un conjunto de vectores K-
linealmente independientes. En efecto, consideramos la ecuacién

zn: in: )\ijuivj = O,

i=1 j=1

donde cada A;; € K. Denotamos o; := E;”:l Aijvj € L para 1 <1i <n, por lo
que la igualdad anterior se reescribe como

n
E ;U = 0,
=1

y, por tanto, cada a; = 0, pues B es una base de £ como L-espacio vectorial.
De este modo, para 1 < i < n tenemos la igualdad

i )\ijvj = 0,
j=1
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donde cada A;; € K. Como Bs es una base de L como K-espacio vectorial,
concluimos que cada A;; = 0y, por tanto, B3 es un conjunto de vectores
K-linealmente independientes.

(2) = (1) Observamos que dimg L < dimg F < 400 puesto que L es un
K-subespacio vectorial de E. Por otro lado, como K C L, cualquier base de
E como K-espacio vectorial genera E como L-espacio vectorial. Esto implica
que dimy, E < dimg F o lo que es igual, [E: L] < [E : K] < +00. O

Observacion 1.1.7 Obsérvese que en la Proposicion anterior hemos probado
algo mas de lo que dice el enunciado. Hemos demostrado que dadas bases
By = {u1,...,un} y Ba := {v1,...,vn}, respectivamente, de E como L-
espacio vectorial y de L como K-espacio vectorial, entonces

es base de E' como K-espacio vectorial.

Observaciones 1.1.8 (1) Sean L|K y E|L dos extensiones finitas de cuerpos
tales que [E : L] = [E : K. Entonces L = K.

En efecto, por la transitividad del grado, 1.1.6, L es un K-espacio vectorial
de dimensién 1, luego cualquier elemento no nulo de L, por ejemplo 1, cons-
tituye una base de L como K-espacio vectorial. Por tanto, para cada v € L
existe A € K tal que v =A-1= X € K, lo que prueba que L = K.

(2) Si la extension E|K es finita y [E : K| es un namero primo, entonces no
existe ningun cuerpo L tal que K C L C E, es decir, F|K no admite ninguna
subextension propia. En caso contrario los enteros m := [E : L] y n := [L : K]
serfan mayores que 1 y [F: K] = [E : L] - [L : K| = mn no seria primo.

l.a. Subextensién generada por un conjunto. Sean L|K una exten-
sion de cuerpos y A C L un subconjunto. Como siempre, podemos suponer que
K C L. La familia ¥ 4 formada por todos los subcuerpos de L que contienen a
K U A es no vacia, pues L € X4, y se define K(A) 1= (\pey, £ Desde luego
KUA C K(A) C L,y de hecho K(A) es el menor subcuerpo de L que contiene
a K U A. Para comprobarlo es suficiente, por estar contenido en el cuerpo L,
demostrar que K (A) es un cuerpo. Pero, dados z,y € K(A) laresta z —y y el
producto xy~! (este tltimo si y # 0), pertenecen a cada cuerpo F' € ¥4, luego
pertenecen a K (A). Se dice que K(A) es el cuerpo generado por A sobre K,y
también que K (A)|K es la subextension de L|K generada por A.



8 CAPITULO I. GENERALIDADES SOBRE CUERPOS

Si A := {ai1,...,a,} es un conjunto finito, el subcuerpo K(A) se denota
por K(A) := K(ay,...,a,) y se dice que K(ay,...,a,)|K es una extension
finitamente generada. Diremos en este caso que aq,...,a, son unos generado-
res de la extension K(A)|K. Sir = 1, es decir, A := {a}, entonces se dice
que K(a)|K es una extension simple y que a es un elemento primitivo de la
extension K(a)|K.

Proposicion 1.1.9 Sean L|K una extension de cuerpos y a,ai,...,a, € L.
Entonces,

(1) K(ar,...ap) = {Hoed s f g € Kf,oom] & glan,oovap) £0),

(@) K@) = {{: foekl) & gla)#0].

Demostracion. El apartado (2) se deduce de (1) con r» = 1. En cuanto al primer
apartado, en VII.1.3, vol. IT vimos que el menor subanillo de L que contiene a
Kyaay,...,ar €s

Klai,...,ar] :=={f(a1,...,a;): f € K[x1,...,%]},

por lo que su cuerpo de fracciones es el menor subcuerpo de L que contiene a
Kyaai,...,a. yesoesloque afirma el enunciado. ]

Proposicion 1.1.10 Sean L|K una extension de cuerpos, A C L y {E;}ier
una familia de subcuerpos de L que contienen a K.

(1) Supongamos que para cada par de indices i,j € I existe k € I tal que
E;UE; C Ey. Entonces I := Uie[ E; es un subcuerpo de L que contiene a K.

(2) Un elemento x € L pertenece a K(A) siy sdlo si existen ai,...,ar € Ay
fig € K[x1,...,%x;] tales que g(ai,...,a,) #0 y
_ flay,...,a;)
glay,...,a;)

Demostracion. (1) Solo hay que probar que z—y, zy~! € F paracadax,y € F,
(el segundo siy # 0). Como z,y € F, existen i,j € I talesquex € E; ey € Ej.
Por hipétesis existe k € I tal que E; U E; C Ej, y, por tanto, x,y € Ej, que es
un cuerpo. En consecuencia, x —y, zy~ ! € B, C F.

(2) Sea F := {K(M) : M € Pr(A)}, donde Pr(A) es el conjunto formado
por todos los subconjuntos finitos de A. La familia F esta en las condiciones
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del apartado anterior, pues dados subconjuntos finitos M y N de A también
MUN € Prp(A), por lo que K(M UN) € F es un cuerpo que contiene a
K(M)U K(N). Se deduce del apartado (1) que F := [Jysep,(a) K (M) es un
subcuerpo de L que contiene a K.

De hecho F' = K(A). En efecto, si M € Pp(A) se tiene M C A, luego
KUM Cc KUA, porlo que K(M) C K(A) y esto implica que F' C K(A).
Ademaés, a € K(a) C F para cada a € A, luego F contiene a K U A, asi que
también contiene a K(A). O

Observaciones I.1.11 (1) Toda extension finita es finitamente generada. En
efecto, si L|K es una extension finita y B := {uy,...,u,} C L es una base
de L como K-espacio vectorial, entonces L = K(uy,...,uy,), por lo que L|K
es una extension finitamente generada. En efecto, L contiene a K U B, luego
K(uy,...,uy) C L. El contenido reciproco es evidente pues para cada = € L
existen A1, ..., A, € K tales que z =37 Nju; € K(u1,...,up).

(2) Ls extensiones C|Q y R|Q no son finitamente generadas, porque Q es un
conjunto numerable pero ni R ni C lo son.

(3) Sean L|K una extension y A, B C L. Entonces,
K(A)(B) = K(AUB) = K(B)(A).

En efecto, K (AUB) es un cuerpo que contiene a K UA, luego contiene a K (A).
Como también contiene a B se deduce que K(A)(B) C K(A U B). El otro
contenido es evidente pues, por la definicién, K (A)(B) contiene a K U(AUB).
Hemos probado la igualdad K(A)(B) = K(AU B) y la otra se deduce de ésta
y de que AUB = BUA.

2. Extensiones algebraicas

En esta seccion se introducen las nociones de elementos algebraicamente
dependientes e independientes sobre un cuerpo y se obtienen algunos resultados
bésicos acerca de las llamadas extensiones algebraicas.

Definicion 1.2.1 (Dependencia algebraica) Sean L|K una extension de
cuerpos, a = (ay,...,a,) € L™y

evg: K[x1,...,%x,) = L, f = f(a1,...,an)
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el homomorfismo evaluacion.

(1) Se dice que ay,...,a, son algebraicamente independientes sobre K si ev,
es inyectivo, esto es, f(ai,...,a,) # 0 para cada f € KJ[xi,...,%,| no nulo.
En caso contrario a,...,a, son algebraicamente dependientes sobre K.

(2) Se dice que a = a; es transcendente sobre K si es algebraicamente indepen-
diente sobre K, es decir, si f(a) # 0 para cada polinomio no nulo f € K[t].
En caso contrario se dice que a es algebraico sobre K.

(3) Se dice que una extension E|K es algebraica si cada a € E es algebraico
sobre K. Si E contiene algtin elemento transcendente sobre K, se dice que la
extension E|K es transcendente. Notese que si L|K es una subextension de
una extension algebraica F|K, entonces también L|K es algebraica.

Observaciones y Ejemplos 1.2.2 (1) Cada a € K es raiz de t —a € K[t],
luego es algebraico sobre K.

(2) Si a es algebraico sobre K, el nucleo del homomorfismo evaluacion
eve : K[t] = L, g — g(a)

es un ideal primo no nulo de K[t], pues L es un dominio. Como KJt] es un
DIP, el nicleo kerev, esta generado por un polinomio irreducible f € K][t].
Asi, por V.1.9, vol. II, K[t]/(f) ~ imev, = KJ[a]. Como K|[t] es un DIP y f
es irreducible, (f) es ideal maximal, luego K[a| es un cuerpo que contiene a
K U{a}. Como Kla] C K(a) concluimos que K[a] = K (a). El polinomio f que
genera ker ev,, es tnico salvo multiplicacién por unidades de K[t], es decir, por
elementos no nulos de K.

Para elegir sin ambigiiedad un generador f de ker ev, exigimos que sea mo-
nico, propiedad que lo hace tnico. El polinomio ménico f que genera kerev,
recibe el nombre de polinomio minimo o irreducible de a sobre K y lo denota-
remos P ,. El nombre de polinomio minimo proviene de que es el polinomio
monico de grado minimo entre los polinomios de K[t] que tienen a a por raiz.

(3) Por el Ejemplo 1.1.5 y la Proposicion 1.1.9, si a es algebraico sobre K la
extension K (a)|K es finita, y de hecho [K(a) : K] = deg(Pk,q). Més atn, si
denotamos m := Py ,K[t] el ideal maximal generado por Pk 4, la aplicacion

L:=K[t]/m — Kla], f+m— f(a)

es, por el apartado (2), un isomorfismo de cuerpos que deja fijos los elementos
de K, luego es un isomorfismo de K-espacios vectoriales. Vimos en el Ejemplo
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[.1.5 que si Pg 4 tiene grado n,
B:={l+m, t+m,..., t" ' +m}

es base de L, luego {1,a,...,a" '} es base de K[a] como K-espacio vectorial.

(4) Sean L|K una extension, a € L algebraico sobre K y f € K[t] un polinomio
monico e irreducible en K[t] tal que f(a) = 0. Entonces f = Pk 4. En efecto,
[ € Pk o K[t] por la propia definicién de Pk, y, como f es irreducible, existe
A € K\ {0} tal que f = APk 4. Esto implica, puesto que tanto f como Pk g
son monicos, que A = 1, esto es, f = Pk 4.

(5) Supongamos que char(K) = 0 y sea f € KJ[t] un polinomio irreducible.
Para cada extension L|K todas las raices de f en L son simples. En efecto,
en caso contrario existirian una extension L|K y a € L raiz multiple de f en
L. Dividiendo f por su coeficiente director podemos suponer que es moénico,
luego f = Pk q. Al ser a raiz multiple de f es raiz de f’ y deg(f’) < deg(f).
Como char(K) = 0 el polinomio f’ no es nulo, y lo anterior contradice que f
es el polinomio minimo de a sobre K.

(6) Si L|E y E|K son extensiones de cuerpos y a € L es algebraico sobre K,
entonces también es algebraico sobre F, pues el polinomio minimo de a sobre
K tiene coeficientes en E. De hecho Pg, € E[t] y se anula en a, luego es
multiplo en E[t] de Pg,. En particular, dados elementos a,b € L algebraicos
sobre K y tomando E := K (b) se tiene

[K(a,b) : K(b)] = [E(a) : E] = deg (Pp,q) < deg (Pkq) = [K(a) : K].

(7) Sean L|K una extension y a € L transcendente sobre K. Entonces el homo-
morfismo ev, : K[t] = L, g — g(a) es inyectivo, por lo que es un isomorfismo
entre K[t] y K[a], que en consecuencia se extiende a un isomorfismo entre los
cuerpos de fracciones:

K(t) — K(a), L 19

(8) El isomorfismo anterior es también un isomorfismo de K-espacios vectoria-
les, lo que implica que la extension K (a)|K es infinita. En efecto, basta probar
que lo es K(t)|K, y esto es consecuencia de que las potencias {t/ : j € N} son
K-linealmente independientes.

(9) En particular, toda extension transcendente L|K es infinita, pues existe un
elemento a € L transcendente sobre K, luego el K-espacio vectorial L contiene
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al subespacio K (a), que tiene dimension infinita, por lo que también dimg L
es infinita.

(10) Sean L|K una extension y ai,...,a, € L algebraicamente independientes
sobre K. Entonces, el homomorfismo evaluacién

ev: K[x1,...,xy] = L, g — g(a1,...,an)

es inyectivo, luego se extiende a un isomorfismo entre sus cuerpos de fracciones

K(x1,...,%,) = K(a1,...,a,), i%w

g  glar,...,an)

(11) En las condiciones del apartado anterior, y fijados 1 < i1 < --- < i, < n,
es claro que los elementos a;,,...,a; son también algebraicamente indepen-
dientes sobre K.

T

(12) Sean K un cuerpo, t una indeterminada sobre K y L := K(t). Entonces,

los elementos aj := t, ag := t? € L son algebraicamente dependientes sobre

K porque el polinomio f :=x? — xa € K|[x1,x2] es no nulo y f(a1,az) = 0.

Corolario 1.2.3 (Finitud y algebricidad) Sea L|K una extension de cuer-
pos. Se cumplen las siguientes propiedades.

(1) Si L|K es finita, entonces es algebraica.

(2) Si a € L es algebraico sobre K, entonces la extension K(a)|K es finita,
luego algebraica. Ademds K(a) = Kla].

(3) Si ay,...,an € L son algebraicos sobre K, entonces K(ai,...,a,)|K es
una extension finita y, por tanto, algebraica. Ademds,

K(ay,...,an) = Klay,...,ay).

(4) Dos elementos a,b € L son algebraicos sobre K si y sélo sia+b y ab son
algebraicos sobre K.

Demostracion. (1) Esta demostrado en el Ejemplo 1.2.2 (9).

(2) Hemos visto en 1.2.2 (3) que la extension K(a)|K es finita, luego por (1)
es también algebraica. También hemos probado K(a) = K[a] en 1.2.2 (2).

(3) El caso n = 1 es el que acabamos de probar, y procedemos por inducciéon
sobre n. Supongamos el resultado cierto para n — 1 y veamos que también es
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cierto para n. Notese que como a,, es algebraico sobre K también lo es sobre
el cuerpo E := K(ay,...,an—1). Por la hipotesis de induccion se cumple que
E = Klay,...,an—1] y, por la Observacion 1.1.11 (6),

K(ay,...,an) = K(a1,...,an—1)(an) = E(ay) = Ela,]

= Klai,...,an—1][an] = K[aq, ..., ay].

Ademas, por hipotesis de induccion, las extensiones E|K y E(ay,)|E son finitas,
luego también lo es E(a,)|K, esto es, K(ay,...,a,)|K es una extension finita.

(4) Si a,b son algebraicos sobre K, se sigue del apartado (3) que la extension
K(a,b)|K es algebraica. Como u :=a+ b, v:=ab € K(a,b), tanto u como v
son algebraicos sobre K.

Supongamos ahora que u y v son algebraicos sobre K. Por el apartado (3) la
extension K (u,v)|K es finita. Ademaés, a y b son algebraicos sobre E := K (u, v)
por ser raices del polinomio f(t) := t2 — ut +v € EJt], luego se deduce del
apartado (3) que la extension E(a, b)|E es finita. Como también E|K lo es, se
sigue de la Proposicion 1.1.6 que la extension E(a,b)|K es finita. Esto implica
la finitud de K(a,b)|K, puesto que K C K(a,b) C E(a,b). En particular a y
b son, por el apartado (1), algebraicos sobre K. O

Proposicion 1.2.4 Sea L|K una extension de cuerpos generada por un sub-
conjunto A = {u; : i € 1} de L cuyos elementos son algebraicos sobre K.
Entonces, la extension L|K es algebraica y

L=K(A) = {flu,...,u,): f€Kx1, ...x], r>1, i1,...ir € I}.

Demostracion. Sea b € L. Por la Proposicion 1.1.10 (2), existen u;,, ..., u;,
tales que b € K (u;,,...,u; ). Como u;,,...,u; son algebraicos sobre K enton-
ces, por el Corolario 1.2.3, K (u;,,...,u;, ) = K[ui,,...,u; ]y, por tanto, existe

h € K[x1,...,%;] tal que
b:h(uil,...,uir) S K[uil,...,uir].

Empleando de nuevo el Corolario 1.2.3, se sigue que b es algebraico sobre K.
Asi, L = K(A) es una extension algebraica de K y se cumple la igualdad del
enunciado. ]

Ejemplos 1.2.5 (1) Dada una extension de cuerpos E|K y dados a,b € E
elementos algebraicos sobre K, escribimos L := K(a,b) y denotamos

m:=[K(a): K] & n:=[K():K].



