o Numeros

En este capitulo tratamos dos cuestiones importantes de teoria de niimeros,
aunque solo sea en su aspecto mds elemental: las sumas de cuadrados de niime-
ros enteros (teorema de Lagrange), v el teorema tiltimo de Fermat para expo-
nentes < 4. Ademds de su interés en si mismos, estos resultados son una buena
ilustracion de la importancia de las nociones de divisibilidad y factorialidad en
anillos mds generales que el de los ntimeros enteros.
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§1. SUMAS DE CUADRADOS

Trataremos aqui un problema facil de formular sobre un anillo de name-
ros como Z, Z[i], @, R o C; o un anillo de restos Z/(n): el de la representacion
de sus elementos como sumas de cuadrados.

(1.1) Es conocido que todo niimero complejo x = a + bi € C tiene raiz cua-
drada, digamos y = ¢ + di € C, esto es: x = y°. Asi, en C todo elemento es un
cuadrado.

(1.2) El cuadrado de un ntmero real es siempre = 0, y, por tanto, asi lo es
cualquier suma de cuadrados. Ademas, todo niimero = 0 (en particular, toda
suma de cuadrados) tiene raiz cuadrada real. En consecuencia, en R todo ele-
mento = 0 es suma de cuadrados, de hecho, es un cuadrado, y reciproca-
mente.

(1.3) En Z[i] tenemos la siguiente identidad: sean x.=a;+ by-i e Z[i],
k=1,.. s:

ix,f = i(a,f —b,f)+2iiakb,<.

k=1 k=1 k=1

Six =a + bi € Z[i] es suma de cuadrados, resulta que las ecuaciones

a=Y(a -b?)

k=1

(*)
b=2%ab,
k=1

tienen solucién en Z. En particular, 2|b, y obtenemos una condicién nece-
saria.
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(1.3.1) Six =a + bi € Z[i] es suma de cuadrados, entonces b = 0 mod 2.

Por ejemplo i, 1 + i, 1 — 3i no son suma de cuadrados en Z[i]. A continua-
cién estudiaremos el reciproco, para lo cual fijamos x = a + bi con b =0 mod 2.
(1.3.2) Sia=1mod 2, x es suma de dos cuadrados.

En efecto, por la hipétesis x — 1 = (@ — 1) + bi es multiplo de 2, luego

1 7m —x;1 =—’“2_1 +leZ[i],

y tenemos

(1.3.3) Sia=0mod 2, x es suma de tres cuadrados.

Puesto que en este caso,a — 1 =1 mod 2 y por 1.3.2 existen y, z € Z[i] con
x-1=y>+72,
esto es
x=1"+y*+7.

(1.3.4) Sia=2mod4,b=0mod 4, entonces x es suma de dos cuadrados:

Tendremos x” = x/2 =a’ + b’i € Z[i], donde:

a’=a/2=1mod2, b =b/2=0mod?2,
por la hipétesis mod 4. Por 1.3.2, x” = y* + z* para ciertos y, z € Z[i], y resulta:
x=2x"=2y"+27 =(y+2)* + (v —2)~.

(1.3.5) Sia=0mod 4, b =2 mod 4, entonces x es suma de dos cuadrados.

En efecto, tenemos los enteros

c:gzlmodZ, d=—-—=0mod 2,

a
2
y el elementoy = ¢ + di € Z[i] es suma de dos cuadrados por 1.3.2. Pero se tie-
ne la igualdad

(1+i)’y =2i(c+di)=-2d+2ci=a+bi = x,

luego x es también suma de dos cuadrados.
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(1.3.6) Sia=b=0mod 4, x es suma de dos cuadrados.

Puesto que en ese caso 4[x, tenemos:

2 2
1+ 2] +]i1-2)| =x
4 4
(1.3.7) Sia=b=2mod 4, x no es suma de dos cuadrados.

En efecto, si lo fuera, las ecuaciones (*) del inicio de este epigrafe pro-
porcionarian enteros ai, by, a,, b, tales que

(i) al-b +a;-b; =a=2mod 4, 2(ab, +a,b,)=b=2mod 4.

La segunda relacion significa a;b, + a,b, = 1 mod 2, luego a;b, # a,b, mod 2.

Si, por ejemplo, a,b, =0 mod 2 resulta:

a,=b =1mod 2

(i) a,=0mod2 o b, =0mod 2.
De lo primero deducimos
a,—b =a,+b =0mod 2,
luego
aj —b} =(a,-b)(a, +b)=0mod 4,
asi que:
a; -bl=al -b +a; —b mod 4,
luego por (i) tenemos
a; —b} =2mod 4.

Por (ii) resulta

a=0mod4 o b =0mod4,

esto es:

b=2mod4 o a;=2mod4.
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Esto es imposible, pues si, por ejemplo, a3 = 2 mod 4 tendriamos

2a;, luego 2la,, luego 4a;

y asi a2 =0mod 4. Absurdo.

Esta contradicion significa que x no puede ser suma de dos cuadrados.

Reuniendo todo lo anterior, podemos enunciar:

Proposiciéon 1.3.8.—Sea x = a + bi € Z[i]. Son equivalentes:
(1) b=0mod 2.
(2) x es suma de cuadrados en Z[i].

(3) x es suma de tres cuadrados en Z[i].

Proposiciéon 1.3.9.—Sea x = a + bi suma de cuadrados en Z[i]. Son equiva-
lentes:

(1) a=b=2mod 4.
(2) x no es suma de dos cuadrados en Z[i].

Consideremos ahora el caso de un anillo de restos Z/(n), n > 1. Mas ade-
lante volveremos sobre este mismo caso, pero aqui nos interesa la siguiente:

Proposicién 1.4.—Sea n un entero > 1 libre de cuadrados, esto es, entre
cuyos divisores no hay ningtn cuadrado diferente de 1. Entonces todo ele-
mento

[kKleZ/(n)
es suma de dos cuadrados.

Demostracion.—Por la hipétesis, la factorizacién de n es:
n=p...ps

y todos los py, ..., ps primos distintos. Por el teorema chino del resto (1.3.7),
tenemos un isomorfismo

ZIi(n)~ZI(p)x...xZI(p,),

puesto que mcd (p;, p;) = 1 para cualesquiera i #j. Si suponemos el resultado
probado en Z/(p) para p > 1 primo tendriamos:

(k] ~ (K0, ... [k, ) = ([, P +[B P, ..., [a, P +[b, ) =
=(a]....[a ] +(H], ..., [ ~ [a +[DP
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para ciertos enteros a, b. Asi pues, se trata de demostrar la proposicién en el
caso en que # es primo. Sin = 2, se tiene:

[0]=[OF +[O0F,
[11= [T +[0F,

y es trivial. En consecuencia, sea n > 2, con lo que n es impar. Fijemos
[k] e Z/(n) y consideremos los conjuntos

n+l

S=][/TF:0</<——

{[] <= }
T={[k]—[f]2:0$£<n7+1}

Afirmamos:

(1.4.1) cardS:”T”:card T

En efecto, como [(]* + [k] — [¢]* es biyeccién, basta verlo para S. Se trata

n+l1

de comprobar quesi 0< /< /(' < , entonces /> # ("%, ya que el nimero de

n+l1 n+l1

. . -2 2
es precisamente . Ahora bien, si ¢* = ¢,

enteros =0y <

(7 =) = (= )+ 0)
y por tanto,
n|(£’— /) o n|(€’ +0),
puesto que # es primo. Asi
n</-( o ns/{+/,

ycomo /' —/¢< /(' +/, entodo caso:

nsf’+£s(n7+1—l) +(HT+1—1) =n-1.

Esto es absurdo, luego queda probado lo que queriamos.

Ya visto 1.4.1, resulta

card S+card T =n+1>n=card Z/(n),
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luego necesariamente S N T no es vacio. Elegimos z € SN Ty sera
=[P =[k]-[0'T
para ciertos /, ¢/, esto es: [k]=[/T +[¢'T.

La prueba de 1.4 ha terminado.

Estamos ya practicamente en condiciones de establecer el resultado fun-
damental de esta seccién, que es el teorema de Lagrange (1770; 1.6), que des-
cribe las sumas de cuadrados de los nameros enteros. Hasta aqui hemos vis-
to algunos resultados sencillos que involucran diversas nociones de las
introducidas en el capitulo I. Este es también el caso del teorema de Lagran-
ge (aunque no debe considerarse un resultado sencillo), que vamos a demos-
trar utilizando una curiosa propiedad de factorialidad en el anillo de matri-
ces M,(Z[i]). (Véase el ejemplo 1.1.9.4).

(1.5) Factorizacion de matrices de enteros de Gauss.

Consideremos el anillo M,(Z[i]) de las matrices
a:(x y), x,y,2,teZ[i].
zZ t

Utilizando la conjugacién x =c+di+ x = c—di de Z[i], 1.1.25.1, definimos la
norma ||x| = x% = ¢* + d* y la matriz

(ab)*=b*a*, det(a*)=deta.

Se cumple la siguiente:

NN
~—

=l R

Se comprueba facilmente que

Proposiciéon 1.5.—Sea a € M,(Z[i]) tal que a = a* y det (a) = 1. Entonces exis-
te otra matriz b € M,(Z[i]) tal que

a=tbb*.

Demostracion.—La condicién a = a* significa
x=X, y=3%, z=V, (=1,
estoes: x,teZ,z=7 (que yaimplicaZ =y = y). Asi pues,
3 ( n  c+ di)
a= ,

c—-di m
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conn,mc,de ”Z,y
det (a)=nm—(c+di)(c-di)=nm—-c*-d* € Z.

Por otra parte, podemos suponer n = 0. En efecto, si n < 0 ponemos

, -n *
a =—a= ,
% *

y se ve que a’* = a’ y det (a’) = det a. Entonces, si
a’ =+bb*.
deducimos

a=-a’ =Fbb*.

En suma, podemos suponer a partir de ahora que n = 0, y demostraremos
por induccién sobre ¢ + d* que existe b tal que

a=bb*.
En primer lugar, si ¢ + d* = 0, resulta

nm=det (a)+c* +d* =1,

y necesariamente a = ((1) (1)) Basta tomar b= ((1) (1)) Sea, pues, ¢ + d*> 0

y valido el resultado para valores < ¢* + d”.

Puesto que nm =1 +c* +d> > 0yn = 0, también m = 0. De hecho, n >0y
m > 0. Distinguiremos ahora dos posibilidades.

Caso 1: 0 <n < m.

Pongamos a’ = wa1*, donde

(1 0

T= (a, B € Z se elegiran después).

“la+pi 1)

Operando queda:

con
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det (a’) = (dett)(deta)(det(z*))=1-1-1=1.

Si la matriz a” admitiese una factorizacién del tipo

(:’:) a' — b'b’ %
poniendo
b: T—lb/’ T—l — ( 1 . 0\
\-a-pi 1)
resultaria

a= ‘L'il‘L'aT* (T*)—l — Tﬁla'(T*)fl —
— T—lb;bz * (T*)_l — (T_lb')b' * (T_l ).L —
= (@) D) = b,

que es lo que queremos. Asi pues, debemos asegurarnos de que (*) existe.
Para ello utilizaremos la hipétesis de induccion, pues en virtud de ésta, basta
con que elijamos oy f tales que

c+d*>c?+d? =(c+na) +(d-np).

Ahora bien:
— Sic| < n/2y|d| < n/2, resultaria
w<nm=1++d<1+n*/4+n*14=1+n"/2,

de donde #*/2 < 1 yn®> < 2. En consecuencian = 1yc =d = 0; como ¢’ +d* > 0,
este caso no se puede dar.

— Si [c| > n/2, entonces ¢ > n/2 o ¢ < -n/2. En el primer caso tomamos
a=-1,B=0, conlo que

c?+d*=(c-n)lP+d®=c*+d* -nQc-n)<c* +d?,

pues ¢ > n/2 significa 2c —n > 0. Sic < -n/2,sean a =1, f = 0, de modo que
P +d*=(c+n)l+d =t +d* +nQc+n)<c* +d?,

pues ¢ < —-1/2 equivale a 2¢ + n < 0.

— Analogamente, si |d| > n/2, esd > n/2 o d < -n/2. Tomamos, respectiva-
mente, =0, =+1o0a=0, f=-1.
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Cas02:0<m < n.

El argumento es similar, y por ello sélo lo indicamos. Péngase: a’ = wat*
donde ahora

e (1 o+ ﬁi)‘
0 1
Operando:
, ( * c’+ d’i)
a =
c—-di m
donde

c=c+ma, d=d+mp -

De nuevo, se trata de buscar «, 8 de modo que ¢’ + d”* < ¢* + d*. Una discusién
de los casos posibles: |c| > m/2 o |d| > m/2 proporciona las soluciones
(o, B) = (-1, 0), (1, 0), (0, -1), (0, 1) correspondientes.

Observacion.—El signo + en la factorizacién de la proporcién anterior esti
completamente determinado por a. En efecto, se tiene:

e O 34 -

:(il 0)(x3_c+yy *):(i(xa_c+yy) *)

* * *

y puesto que xX + vy = ||x|| + |y||>0(1.2.7.2), el signo en cuestion es el de n.

Por fin, podemos probar el resultado anunciado:

Proposicion 1.6 (teorema de Lagrange).—Sea n € Z. Son equivalentes
(1) n=0.
(2) n es suma de cuadrados en Z.

(3) n es suma de cuatro cuadrados en Z.

En otras palabras, todo niimero entero positivo es suma de cuatro cua-
drados de ntimeros enteros.

Demostracion.—Claramente (3) = (2) = (1), luego sélo probaremos la impli-
cacion restante. Consideremos la factorizaciéon

a; o
n=p'..p;.



