Capitulo 1

Numeros reales

Al operar con numeros se debe precisar el conjunto numérico con el que se trata,
puesto que existen varios conjuntos numéricos que pueden ser utilizados. En general,
si no se especifica, se suele considerar un conjunto de escalares K dotado de dos leyes
de composicién interna;

+: KxK—K S KxK—K
(CY,B)—>OZ+B (a7ﬁ)—)aﬂ

vy que se cumplen algunas, o todas, de las siguientes propiedades:

= (K,+) es un grupo conmutativo si y sélo si la operacién + satisface las
siguientes propiedades para todo a, 3,7 € K:

1. Asociativa: (a +f)+y=a+ (f+7)=a+ 8 +1.

2. Elemento neutro: Denotado 0, tal que a +0 =0+ a = a.

3. Elemento simétrico: El opuesto de a es —a; o + (—a) = (—a) + a = 0.
4. Conmutativa: a + 3 = 5+ «.

= (K — {0},-) es un grupo conmutativo. La operacién - satisface las siguientes
propiedades para todo a, 8,7 € K — {0}:

5. Asociativa: (a-8)-y=a-(8-7)=a-F-7.
6. Elemento neutro: Denotado 1, talque a-1=1-a = a.
7. Elemento simétrico: El inverso de aes o™ a-a "t =a~t-a = 1.

8. Conmutativa: a- 8 = - a.

= La operacién - es distributiva respecto de la operacién + en K, es decir, para
todo «, 3,y € K se tiene

9. a-(f+y)=a-B+a-v.
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Todas estas propiedades se resumen en la siguiente definicion.

Definicién 1.1 Estructura de Cuerpo
(K + ) es un cuerpo si y sélo si se cumplen las propiedades del 1 al 9.

Observacion La propiedad asociativa es la que permite dar sentido a las sumas,
o a los productos, con mas de dos nimeros. Es decir, expresiones similares a las
expresiones a+b+c+dy a-b-c-d son sintidcticamente correctas gracias a la propiedad
asociativa, puesto que mediante la inclusién de paréntesis se puede expresar como
una cadena de operaciones de dos nimeros cada vez. Ademas, la forma de cémo se
incluyen los paréntesis no afecta al resultado.

Observacion La propiedad distributiva es la que permite, con la mezcla de las
dos operaciones, construir expresiones con sentido. Al hacer uso de esta propiedad
de izquierda a derecha se suele decir que se quitan paréntesis, mientras que el uso
de derecha a izquierda se indica como sacar factor comun.

Los conjuntos numéricos a los cuales se suele hacer referencia son:

= El conjunto N de los numeros naturales que estian definidos mediante los
axiomas de Peano. Se emplean los simbolos N = {0,1,2,...} en lugar de
una notacién que haga referencia al nimero siguiente de un ntimero n, s(n);

N = {0, s(0), s(s(0)), ...}

= Kl conjunto Z de los nimeros enteros que estan definidos como clases de equi-
valencia de la relacién definida por (n,m)R(p,q) <= n+qg=m+pen NxN.
Se emplean los simbolos Z = {...,—2,-1,0,1,2,...} en lugar de una notacién

de clases; Z = {...,[(0,2)],[(0,1)],[(0,0)],[(1,0)],[(2,0)],...}.

= El conjunto Q de los niimeros racionales que estan definidos por las clases de
equivalencia de la relacién definida por (n,m)R(p,q) <= n-q¢=m-pen
Z x (Z —{0}). Se emplea la escritura de fraccién Q = {% |a,beZ y b+ O} en
lugar de una notacién de clases Q = {[(a,b)] | a,be Z y b # 0}.

= El conjunto R de los ntimeros reales.
= El conjunto C = R[i] = {a + ib | a,b € R} de los niimeros complejos.

Es claro que estos conjuntos estdn compuestos por elementos de naturaleza distinta
y no hay ninguna relacién de contenido como simples conjuntos entre ellos.

Los conjuntos anteriores estan dotados con una operacién suma y una operacién
producto, y cumplen distintas propiedades que se resumen diciendo que

s (N + ) es un semianillo conmutativo con elemento unidad, puesto que
se cumplen las propiedades 1, 2, 4,5, 6, 8 y 9.



Capitulo 1 Numeros reales 9

+:NxN—N -:NxN-—N
(0,n) —0+n=n (0,n) —0-n=0

(n,s(m)) — n+s(m) =s(n+m) (n,s(m)) —n-s(m)=n-m+n

= (Z + ) es un anillo conmutativo con elemento unidad, puesto que se
cumplen las propiedades del 1 al 6, 8 y 9.

+:ZxZL—17 [(n,m)] + [(h, k)] = [(n+ hym + k)]
L XT— 7 [(n,m)]-[(h,k)] =[(n-h+m-k,m-h+n-k)

= (Q+ ) es un cuerpo.
+:QxQ—Q [(,m)] + [(h, k)] = [(n- k +m-h,m - k)]
QxQ—Q [(n,m)] - [(h, k)] = [(n-h,m k)]

= (R+:)y (C+ ) son cuerpos.

La existencia de isomorfismos entre las estructuras algebraicas de los conjuntos
numéricos con una parte de otro conjunto numeérico permiten identificar algunos
nimeros de dos conjuntos distintos.

s (N+ ) y el sub-semianillo de los ntimeros enteros no negativos, Z* u {0}, de
(Z + -). Por ello, se suele hablar de nimero natural para hacer referencia a
nimero entero no negativo.

= (Z+ )y el sub-anillo de las fracciones con denominador 1 de (Q + -). Por ello,
se suele hablar de niimero entero para hacer referencia a cualquier fracciéon de
denominador 1. Se habla de niimero racional entero o, simplemente, entero.

» (Q+ ) es un sub-cuerpo de (R + -). Cualquier ntimero racional puede ser
tratado como un nimero real. Se habla de niimero real racional o, simplemete,
racional.

s (R+-) es sub-cuerpo de (C+-). Cualquier niimero real puede ser tratado como
un nuimero complejo de parte imaginaria nula.

Observacion La existencia de estos isomorfismos indica que se operan de forma
analoga los numeros de un cierto conjunto y los nimeros del conjunto imagen. No
distinguir si se trata del conjunto inicial o de su imagen es un uso muy comun. Un
ejemplo de este uso implicito, y ambiguo, permite hablar de la suma de un nimero
real y un nimero natural o entero. En general, se opera en el marco numérico mas
amplio que en este caso es el de los niimeros reales. De esta forma, al nimero natural
aludido se le representa por el niimero entero no negativo correspondiente. Este
ultimo es representado por el nimero racional cuyo numerador es ese niimero entero
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y cuyo denominador es 1. De esta forma se establece cierta ambigiiedad cuando
se presentan operaciones donde hay distintos tipos de nimeros por medio, que se
resuelve al considerar el marco operacional mas amplio. En cierta medida esto explica
que sea muy comun ver la expresion

NcZcQcRcC,

que solo tiene sentido operacionalmente y bajo la referencia de los isomorfismos
aludidos de las estructuras algebraicas y de orden.

Otras propiedades: De las propiedades de la estructura de cuerpo se derivan las
siguientes propiedades: Para todo a, 8,7 € K,

10. a-0=0-«a =0 para todo o € K.

11. Sia-f =0, entonces @ =00 S =0 (En K no hay divisores de 0).

12. Sia-f=a-yya#0,entonces § =+ (P. Cancelativa en (K — {0} -) ).
13. ara=a?; - ;a-a" ! =a" (Potencias en (K ) ).

14. (a+ B)(a—B) = a? — 3?2 para todo a, 3 € K.

15. (a+ B)? = a? +2a8 + B2 para todo «, 8 € K (Binomio de Newton).
(a+p)" = (G)a™ + (Da" 7B+ + (2 )aB" " + (7) 8"
Observacion Todas las propiedades mencionadas del 1 al 15 se cumplen sobre
cualquier cuerpo, por ello, se cumplen en Q,R y C. En Z se cumplen todas menos
la propiedad 7 y en N se cumplen todas menos las propiedades 3, 7 y la propiedad

14 por no estar definida en N la expresién o — .

Nota FEn K escribiremos a3 en lugar de a- 3 y expresiones como 3« para representar
a o+ o+ a o a® para representar a « - o - a. De forma andloga se interpretan las
expresiones na y ' para cualquier n € N.

Definicién 1.2 Estructura de Cuerpo ordenado

(K 4+ - <) es un cuerpo ordenado si y sélo si (K + -) es un cuerpo,
(K <) es un conjunto ordenado con orden total y la relacién de orden < es
compatible con las dos operaciones + y - . Es decir, para todo «, 3,7, p € K:

Sia<fByvy<p, entonces a+ v < 5+ p.
Si0<ay0<p, entonces 0 < af.

En un cuerpo ordenado se debe cumplir que si o # 0 entonces 0 < o?. Ademss,
0 < 1y por tanto —1 < 0. En general un cuerpo puede carecer de una estructura
de orden total compatible con las operaciones, por ejemplo (C + -) puesto que si
a =1i%# 0 se tiene a®> = -1 < 0.

Ejemplo 1.3 Orden en un cuerpo
Una forma habitual de crear un orden compatible con las operaciones consiste en
determinar la existencia de un subconjunto K+ que cumpla las condiciones:
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1. 0 ¢ KT, donde 0 es el elemento neutro de la suma.

2. Para cualquier a € K se cumple que o a € KT o0 a = 0 0 —a € K*, donde —a
es el elemento opuesto para la suma.

3. Para cualquier a,b e K" se cumple a + be KT yabe K*. &

Proposicién 1.4  La relacién
a<b < {a=b o b—aeK"}

es una relacion de orden total compatible con las operaciones.

Demostraciéon

La propiedad reflexiva, Va € K se cumple a < a por definicién de la relacién.

La propiedad antisimétrica se cumple. Si a < by b < a, y suponemos que a # b, se
tiene que b — a,a — b € K™ que es una contradiccién. El escalar b — a y su opuesto
a — b no pueden pertenecer a K.

La propiedad transitiva se cumple. Sia < by b < ¢, entonces b—a € Kt yc—be K*.
Asf pues, (¢ —b) + (b—a) = ¢ —a € K, es decir, a < c.

Ademads, de la segunda propiedad de K* se obtiene que se es un orden total, puesto
que si a,b € K, entonces o bien b—a € K, es decir a < b, 0 b—a = 0, es decir a = b,
o—(b—a)=a—beK" esdecirb<a. &

Observacién Al conjunto Kt se le denomina el conjunto de escalares positivos.
Ademé4s, se considera la relacién estricta: a < b <= b—a € KT que no es de orden,
por no cumplir la propiedad reflexiva.

‘ Ejercicio 1.5 ‘ Una propiedad del orden
Sia<fy0<-, entonces ay < 7.

Solucién
Sia< B, entonces o =500 < —a. Enel caso o = f3 se tiene ay = Bv. En el
caso 0 < f—a, como 0 < 7y se tiene 0 < (8 —a)y = By—ay, es decir, ay < By. &

’ Practica 1.6 ‘ Otras propiedades del orden

Si 0 < a, entonces 0 < a~ L.

Si0<a<p,entonces 0 < B! <o
Sia<fB<0,entonces 37! <a"! <0.

-1
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Ejemplo 1.7 Valor absoluto en un cuerpo ordenado
La existencia de subconjunto K* en un cuerpo ordenado (K + - <) permite definir
la aplicacién valor absoluto de la forma siguiente:

a siaeKt
|]: K— K" U {0} la] = 0 sia=0
—a sia¢ Kt u{0} &

Ejercicio 1.8 ‘ Propiedades del valor absoluto

Bl = ol 18] la+ B <|ol+[8].

Solucién
Si0<ay0< g, entonces 0 < aff y 0 < a+ . Luego,

lapl =ap =laf-[B] ; |a+f]l=a+f=lal+]|5]
Sia<0y <0, entonces 0 < afy a+ p < 0. Luego,
laBl = af = (=a)(=F) = |l - [8] ; la+B8l=—(a+f)=—-a=B=]a|+][f]
Sia<0y0<g,entonces o <0y a+f < —a+ 3. Luego,
Bl = —af = (-a)f =lal-[B] ; la+f|<[-a+B|=—-a+f=]af+]|3]

El caso a < 0y 8 < 0 es andlogo al anterior. o

’ Practica 1.9 ‘ Otras propiedades del valor absoluto
lal=[-al , la=pBl=[8—|al
’ Ejercicio 1.10 ‘ Distancia definida en un cuerpo ordenado

La aplicacién d : K x K — K* u {0} definida por d(«, 3) = |8 — «| cumple las
propiedades:
Va,e K d(a,B) = 0.
Va,eK d(a,8) =0 < a=p.
Va,e K d(a,B) = d(B, ).
Vo, 8,7y e K d(a, ) < d(a, B) +d(B,7)-
Solucién
Al aplicar la definicién de d y las propiedades del valor absoluto se tiene:

dla,f) =0 = [f—a|=0 <= f—-—a=0 < f=qa.
(e, B) = |6 — af = o= | = d(B, ).
d(a,y) =la=ql=la=F+ 8-l <la=Bl+[8-7|=dla,B) +d(B,7). &
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1.1. Numeros decimales

Cada numero racional es una clase [(a,b)] de pares de nimeros enteros correspon-
diente al conjunto cociente (Z x (Z — {0}))/R mediante la relacién de equivalencia
definida sobre Z x (Z — {0}) de la forma

(a,b)R(c,d) < ad = bc ; [(a,b)] € (Z x (Z —{0}))/R = Q.

p . R .. a ;
Un ntimero racional [(a,b)] se suele escribir en forma de fraccién, —, de nimeros

enteros. Si bien, cualquier nimero racional o puede ser representado por cada ele-

a

mento de la clase y, por tanto, por distintas fracciones de la forma 7 resulta que
I
a

existe una dnica fraccién 7 con b € Z -0, tal que 1 = mcd(|d’],|¥|). Este repre-

sentante es denominado fraccién irreducible.

Al proceso de hallar la fraccién irreducible equivalente a una fraccién dada se le

— — ya que 7 = med(35, 42)

denomina “simplificar la fraccién”. Por ejemplo, 2 G

y3=7-5y42=7-6.

Cuerpo de los niimeros racionales
Las operaciones en el conjunto Q, se definen de la manera siguiente:

ad + be

c a c_ac
d bd Y b

a c
:@7 VE’EEQ’

+

aulo

¢
b

0 1
donde 0 = — es el elemento neutro de la suma y 1 = 1 es el elemento neutro del

producto.

En Q se consideran los subconjuntos: Q. de los niimeros racionales positivos o cero
y Q_ de los nimeros negativos o cero.

Q+:{%GQ|ab>0}:Q+u{0} y @7:{%6Q|ab<0}:@_u{0}a
que cumplen:

»QuQ-=Q y Q@ nQ-={0}

= La suma y el producto son operaciones cerradas en Q. Es decir, si o, 8 € Q,
entonces o + € Q4 vy af € Q..
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En Q se define la relacién de orden de la forma siguiente:
a<pf siysblosi f—aeQ, Ya, 5 € Q.
Observacién Esta relacion de orden es de orden total
Va,€eQsecumplea<f o a=§ o a>p.
Este orden es compatible con la suma, es decir,
a<fsiysblosiy+a<~vy+p Va, B,v € Q.
Todo esto se recuerda diciendo que (Q + - <) es un cuerpo ordenado.
Como en todo cuerpo ordenado, QQ satisface las propiedades siguientes:
16. Sia<fyd <p, entonces a+ o' <+ p.
17. Si o < 3, entonces —3 < —a.
18. Sia< By 0< -, entonces ay < 7.
19. Si «

N

By v <0, entonces 8y < ary.

20. Para todo o € Q, o > 0.

21. Si a > 0, entonces o~ ! > 0.

22. Si0<a<pf,entonces 0 < Bl <al.

23. Sia < <0, entonces 7! <a~! <0.
Observaciéon  En muchos ejercicios de este texto se presenta la necesidad de
tratar con una inecuacion. Las propiedades de la 18 a la 23 muestran la forma en

la cual se transforman la desigualdades cuando se opera con ellas. Por ejemplo, de
la propiedad 19 se tiene que si o < 3 entonces —f < —« y de la propiedad 22 que

para dos numeros positivos tales que a < 3 entonces B < —.
e
Otras propiedades importantes las presentan los siguientes resultados:

Propiedad arquimediana de Q
24. Para todo a € Q tal que o > 0, y para todo 8 € Q, existe n € N tal que na > .

Demostracion

Se considera a = 7 conb >0y g = con d > 0, entonces tan sélo hay que

ISH Y

. . B _be n .
determinar un ntmero natural n tal que — = — < —, o lo que es lo mismo, bc < nad.

a ad 1
Se tienen los numeros enteros ad > 0 y be, por tanto la propiedad arquimediana de

7 nos asegura la existencia de ese n. &
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Propiedad de orden divisible

25. El orden de Q es divisible, es decir, para todo «, 8 € Q, tales que a < g,
existe v € Q tal que o < v < .

Demostraciéon
. . o+
Si a < B, entonces 2a < a + # < 2. Luego, se tiene que o < 5 b <fB. &
—a si a<0
Valor absoluto en Q Sea o € Q, se define la| = { o s a>0

¥ QN
)
o

Figura 1.1: Representacion de Q en una linea recta.

Distancia en Q d(a, B8) = |8 — af, Vo, 8 € Q.

Ejercicio 1.11 ‘
La ecuacién 2 = 2 no tiene solucién en Q.

Solucion .
Supuesto que 3z € Q, tal que z2 = 2, se considera la fraccién irreducible de x = 7

con mcd{a, b} = 1.

2
2=2 — L _9 — a® = 20 = 2|a* = 2|a,

B2
es decir, 2 divide al niimero entero a.

2a = 2%a® = 2[b* = 2|b.

Luego, mcd{a, b} = 2 # 1; contradiccién. Asf pues, no es posible suponer que existe
un z racional solucién de esa ecuacién. &

Préactica 1.12 ‘
Sean n,p € N con n > 2 y p un nimero primo. Demostrar que no existe raiz racional
alguna de la ecuacién z" = p.
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Practica 1.13 Proyeccion natural de Z en Q
n
Demostrar que la aplicacién p de (Z + - <) a (Q + - <) definida por p(n) = T
es un monomorfismo algebréico y de orden; homomorfismo inyectivo que conserva el

orden.
p(km +n) = kp(m) + p(n
Si m < n, entonces p(m) < p(n).

o . N
Nota Se utiliza la notacién entera n en lugar de la notacién 7 en este texto.

Ademads, se entenderd a esta fraccion como un nimero entero. Lo mismo con los
nimeros naturales.

Elementos de un conjunto ordenado

En el conjunto K, con K € {N, Z, Q y R}, esta definida la relacién de orden habitual,
<, menor o igual que es una relacion de orden total. Es decir, para cualesquiera
a,beKsecumplea<bob<a(a<boa=boa>b).

Ese orden total nos permite disponer de un modelo grafico del conjunto incluido en
una linea recta. Es decir, K se interpreta como un conjunto de puntos en una linea
recta, véase la figura 1.1. Este modelo sobre la recta nos permite hacer referencia a
un nimero a € K diciendo que se tiene un punto a de la recta K.

Observacion Una representacién bidimensional posible podria ser la grafica de la
pardbola ciibica y = 23 donde el orden estarfa definido por r < 7/ < y(x) < y(a').
Ahora bien, las operaciones algebraicas no tendrian una interpretacién tan simple
como en una recta.

Intervalos: Sean a,b € K tales que a < b, se denomina:

= Intervalo abierto (a,b): Es el conjunto (a,b) = {x € K| a <z < b}.
= Intervalo cerrado [a,b]: Es el conjunto [a,b] = {zr e K| a <z < b}.
= Intervalo semiabierto : Es cada uno de los siguientes conjuntos:

(e, ={reKla<z<b} vy [a,b)={xeK|a<z<b}
Intervalos iniciales y finales: Sea a € K, se denomina:

» Intervalo inicial abierto («—,a) = {z € K|z < a}.
= Intervalo final abierto (a,—) = {z € K|a < z}.

» Intervalo inicial cerrado («,a] = {z € K|z < a}.
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= Intervalo final cerrado [a,—) = {z € K|a < z}.

Ejemplo 1.14 En el caso de (R, <), la forma habitual de representar los in-
tervalos es como segmentos en una recta. La expresion a < b se traduce graficamente
en que el punto a estd a la izquierda del punto b en la recta.

Figura 1.2: Intervalo cerrado [a,b] en R

En el caso de (R, < ) los intervalos iniciales y finales se denominan semirrectas
y se escriben de la forma (—o0,a), (a,), (—0,a] y [a, ) respectivamente. En el
caso de Q las representaciones son similares debido a que el orden de Q es dividido,
sin embargo, se sobreentiende que hay huecos invisibles. En general, para Q los
intervalos y semirrectas se escriben como (a,b) N Q, (—o0,a) N Q, (a,0) N Q De
forma andloga se escriben (a,b) N Z, (—o0,a) N Z y (a,0) N Z en Z, si bien en la
recta tan sélo se marcan los multiplos del segmento unidad. o

Dado un subconjunto A c K, se denomina:

= Cota superior del conjunto A: Una cota superior de A es cualquier elemento
u € K que cumple que Yz e A z < .

= Cota inferior del conjunto A: Una cota inferior de A es cualquier elemento
b e K que cumple que Vr € A b < x.

= A conjunto acotado superiormente: El conjunto A es acotado superior-
mente si existe una cota superior de A.

= A conjunto acotado inferiormente: El conjunto A es acotado inferiormente
si existe una cota inferior de A.

= A conjunto acotado: El conjunto A es acotado si lo es tanto superiormente
como inferiormente.

Observaciéon Un conjunto A es acotado si y sélo si existen dos elementos a,b € K
tales que A < [a,b]. Un conjunto B no estd acotado superiormente si y sélo si para
todo k € K existe u € B tal que k < u. Andlogamente, un conjunto no es acotado
inferiormente si y sélo si para todo k € K existe b € B tal que b < k.

Dado un subconjunto A c K, se denomina:
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= Méaximo del conjunto A: Es un elemento M € A tal que Vr e A = < M.
Se denota M = méx(A).

= Minimo del conjunto A: Es un elemento m € A tal que Vxre A m < x. Se
denota m = min(A).

= Supremo del conjunto A: Es una cota superior s € K tal que s < u para
toda cota superior u de A. Se denota s = sup(A).

« Infimo del conjunto A: Es una cota inferior ¢ € K tal que d < i para toda
cota inferior d de A. Se denota i = inf(A).

Observaciones: El infimo de un conjunto A es el maximo del conjunto de las cotas
inferiores de A, y el supremo de A es el minimo del conjunto de las cotas superiores
de A.

De la definicion se deduce directamente que si un conjunto posee maximo, entonces
posee supremo y sup(A4) = méx(A). Andlogamente, si un conjunto posee minimo,
entonces posee {nfimo e inf(A) = min(A).

Observacién El supremo o el infimo de un conjunto A < K puede existir o no. La
existencia de un supremo o un infimo de A no asegura la existencia de un méaximo
o un minimo de A.

Ejemplo 1.15 ‘
En el caso de (Q, < ) se tienen conjuntos acotados que no poseen ni infimo ni
supremo. El conjunto A no tiene ni supremo ni infimo.

A ={reQlz? <2}

Es acotado pues A < [—3,3]. Supuesto que Is = sup(4) € Q, entonces el conjunto
B = {2*|z € A} = [-2,2] cumple que s?> = sup(B) = 2. Lo que representa una
contradiccién pues la ecuacién 22 = 2 no tiene raices racionales.

De forma andloga se muestra que no posee infimo. ¢

Aproximacion decimal de un niimero racional

En el sistema decimal, cuando escribimos el namero 71223 queremos indicar el niime-
ro entero siguiente:

7-1041-1034+2-102 +2-10 + 3,

mientras que si escribimos 71223,145 indicamos el nimero racional:

1 1 1
104 +1-103+2-102+2-1 1— +4— +5—
7-100+1-1024+2-10°+2-10 +3 + Tl 102+5103,
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. ., 71223145
que escrito en la forma de fraccién es ST
Definicién 1.16 Notaciéon decimal exacta en base 10

Un nimero decimal exacto es un nimero racional que se puede expresar
como una fraccién de enteros donde el denominador es una potencia de 10.
También se denota por niimero decimal finito o, simplemente, nimero de-
cimal.

Ejemplo 1.17

Los RIS SS " 1 2 1 5
os numeros racionales —, —— ueden ser escritos como — = —, —— = ——
5 207 ' P 5100 20 102
7 7
y7= 1= 100" Luego, son numeros decimales exactos. Escribimos la forma decimal
1 1
de las fracciones £ = 0,2, —50 = —0,05y7=70. &

Nota En programas de ordenador, calculadoras o en inglés la coma separadora de
la parte entera de las cifras decimales se sustituye por un punto. Se suele emplear
la escritura 7.2 en lugar de 7,2 o 7'2. Ademaés, conviene recordar que los ordenado-
res operan, principalmente, con dos tipos de datos numéricos, integer para tratar
con algunos numeros enteros con aritmética exacta y float para tratar con algunos
numeros racionales con una aritmética no exacta denominada punto flotante.

Ejemplo 1.18 Numeros racionales sin representacion decimal finita

No todos_los numeros racionales se escriben como un numero decimal exacto. Por

ejemplo 3 y - no son numeros decimales exactos. Lo demostramos utilizando el

método de reduccion al absurdo.

. 1 a , . ,
Si fuera 3= 1on con n € N, se tendria que 10™ = 3a y en consecuencia 3 seria un

divisor de 10". Esto es falso. &

. . . a . .
Cualquier numero racional & = — € Q4, que no sea un numero decimal exacto, se

puede encuadrar entre dos niimeros decimales exactos “consecutivos” a una distancia
~ ora. v .

tan pequefia como se quiera. Supuesto que o > 0 (el caso negativo es similar), esto

quiere decir que para todo n € N, existe un tinico ¢ € N que cumple:

o< c+1
« .
107 10™




