Capitulo 1

Preliminares

1.1 Introduccion

Se presentan en este capitulo una serie de resultados que no son especificos del andlisis funcional
pero si necesarios para comprender el resto del texto. La siguiente seccién estd dedicada al lema
también conocido por lema de Kuratowski-Zorn, que garantiza la existencia de elementos
maximales en determinados conjuntos y es una pieza fundamental en las demostraciones de algunos
resultados que se estudian con posterioridad. No se ha incluido la demostracién del lema, pero
si la referencia donde encontrar sus detalles. El capitulo también contiene resultados de algebra
lineal (secciones y y de andlisis de varias variables (secciones y que se utilizan con
frecuencia en el texto y son estudiados en cursos previos de dlgebra y analisis. El estudiante que

domine estos conceptos puede omitir las secciones mencionadas.

1.2 Lema de Zorn

Algunos problemas de andlisis se reducen a encontrar elementos maximales de conjuntos sobre
los que se ha definido una [relacidn|[de orden] El lema garantiza la existencia de estos
elementos maximales bajo determinadas hipétesis. Antes de enunciar el lema se presentan algunos

conceptos basicos sobre conjuntos y relaciones.

Definicién 1.1. Relacién. Sean X eY dos conjuntos no vacios, decimos que R es una[relacidn]
entre X e Y si es un subconjunto del producto cartesiano X xY. Para x € X ey €Y, utilizamos

la expresion “x se relaciona con y” si (x,y) € R y escribimos “cRy”
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Definicién 1.2. Relacién de orden. Sea X un conjunto no vacio y R una en X.
Decimos que R es una|relacionl|de orden| si satisface las propiedades:

1. Todo elemento x € X se relaciona consigo mismo: xRz, para todo v € X.

2. [Antisiméiricd, Para cualesquiera dos elementos x,y € X tales que xRy e yRx, entonces
x=1.

3. Para cualesquiera tres elementos x,y, z € X tales que tRy e yRz, entonces TR z.

Si para cualesquiera dos elementos x,y € X, o bien xRy o bien yRx, decimos que R es una

[relacionllde ordenl total.

Ejercicio 1.3. Sea X un conjunto y R una|relacidn||de orden| definida en X. Comprobar que R/,
definida por

xRy si yRax,

es una lrelacionllde ordenl

Solucién: Comprobamos que R’ satisface las propiedades: [reflexivd), antisimétrical y |transitivd]

Para ello tomamos x,y,z € X.
1. Reflexiva. Por ser ’R se satisface que *Rx para todo x € X. De este modo zR'x.

2. |Antisimétricd, Sean x,y € X tales que xR’y e yR'x, aplicamos la definicion de R’ y resulta
yRzx y zRy. Por ser R wuna [relacidn][de orden], R satisface la propiedad y
resulta que x =y y prueba que R’ es .

3. Si xRy e yR'z aplicando la definicion de R’ resulta: 2Ry e yRx, por ser R una
[relacidn[de orden], R satisface la propiedad [transitivd y por tanto: zRx. Aplicamos de nuevo
la definicion de R’ para obtener que xR’z que prueba la transitividad de R'.

Por cumplir las propiedades anteriores, R’ es una [relacion||de orden), O

Ejercicio 1.4. Sea X un conjunto y R una|relacion||de orden| definida en X. Entonces R es una

[relacionl|de orden| en cualquier subconjunto no vacio de X.

La demostracion es una comprobacion directa de las propiedades de|relacion||de orden|. Se dejan al
lector los detalles. d

Definicién 1.5. Conjunto totalmente ordenado. Sea X un conjunto dotado de una [relacidn]
que denotamos con el simbolo “<”. Decimos que un subconjunto Y C X estd “totalmente
ordenado”, si para cualesquiera elementos y1, y2 € Y, o bien y1 < yo 0 bien yo < y1.

Definiciéon 1.6. Cota superior. Sea “<” una |relacion||de orden] en X e Y un subconjunto de

X. Decimos que x € X es una “cota superior” de Y, si para todo y € Y se verifica: y < x.
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Definicién 1.7. Elemento maximal. Sea “<” unalrelacion||de orden] en X, decimos que m € X

es un “elemento maximal” de X, si para todo x € X, tal que m < x, se tiene necesariamente x = m.

Se presenta a continuacién el lema |de Zornf|

Lema 1.8. Sea X un conjunto no vacio sobre el que se define una |relacion)|de orden] “R .

Si todo subconjunto de X totalmente ordenado admite una cota superior, entonces existe al
menos un elemento mazimal de X .

Observacion 1.9. De manera andloga a las definiciones de cota superior y elemento mazimal,

introducimos los conceptos de cota inferior de un subconjunto y elemento minimal:

Dada una [relacion][de orden] “<” en un conjunto X, decimos que z es una “cota inferior” de un

subconjunto Y C X cuando se satisface z <y, para todo y € Y.
Decimos que w es un “elemento minimal” de un conjunto ordenado X si para todo x € X, tal que

r < w, se tiene necesariamente r = w.

Dada una[relacion][de orden] “<” se define la relacién opuesta, que denotamos por “>7:

x>y, stysolosiy<ux.

El Ejercicio muestra que la [relacién] “>" es una [relacidn][de_orden] Ademds, todo elemento
minimal de (X, <) es un elemento mazximal de (X, >). De forma andloga, toda cota inferior de
(X, <) es una cota superior de (X,>) y viceversa. De este modo, interpretamos el lema
en términos de cota inferior y elemento minimal:

Sea X un conjunto mo vacio sobre el que se define una [relacion]|de orden] “R 7 que satisface la

propiedad: “Todo subconjunto totalmente ordenado de X admite una cota inferior”; entonces X

admite un elemento minimal.

Ejemplo 1.10. Se considera el conjunto formado por los subconjuntos mo vacios de niumeros
naturales N y la relacion C, definida por

A C B, sipara todon € A, se satisface n € B

para cualesquiera subconjuntos A y B no vacios de IN.
Aplicar el lema para comprobar la existencia de un elemento mazximal.

Solucién: Denotamos por X el conjunto indicado en el enunciado y comprobamos que se satisfacen

las hipdtesis del lema[de Zorn):

1E] lemafue demostrado por M. Zorn en 1935. Existen versiones anteriores con enunciados equivalentes,
entre ellos, el presentado por K. Kuratowski en 1922. La demostracién puede consultarse, entre otras referencias,
en Lewin [9].
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1. El conjunto es no vacio:

El conjunto de los numeros naturales “IN 7 pertenece a X.

2. La[relacidn] C es una[relacidn][de orden] y por tanto el conjunto estd parcialmente ordenado.
Se dejan al lector los detalles que comprueban que la inclusion C cumple las propiedades

[reflexivadl, lantistmétrical y [transitival.

3. Todo subconjunto totalmente ordenado de X admite una cota superior.
Dada una cadena no vacia de subconjuntos de IN, el conjunto de todos los numeros que
pertenecen a alguno de los conjuntos de la cadena es un subconjunto de IN y una cota superior

de la cadena.

Se wverifican por tanto las hipdtesis del lema que prueba la existencia de un elemento

mazimal en X. O

Ejemplo 1.11. Se considera el conjunto X de los subconjuntos no vacios de nimeros naturales
(ver Ejercicio|1.10) y la|relacion] “ 27 definida por

A D B, sipara todo b € B, se satisface b € A

para cualesquiera subconjuntos A y B no vacios de IN.
Estudiar si es posible aplicar el lema para encontrar un elemento mazximal.
Solucién: No es posible aplicar el lema[de Zorn] ya que la cadena de subconjuntos

A 2 A3 D Az
donde A, = {n € IN, m < n} no admite una cota superior en X ya que O ¢ X. O
Ejemplo 1.12. Se considera el conjunto

C ={(z,y) € IR?, tales que |z| + |y| < 1}

y o felaciar]

(x1,91) 9 (w2,92), sixy < a2 eyr < Y.

Sabiendo que la[relacion], “<”, es una|relacion||de orden|, comprobar que se satisfacen las hipdtesis
del lema y encontrar al menos 2 elementos mazimales que pertenecen a C. Estudiar si es

posible aplicar el lema en el conjunto

C' = {(x,y) € R?, tales que |z|+ |y| < 1}.
Solucién: Tomamos una cadena de elementos del conjunto

(w1,y1) < (w2,y2) <+ < (T Yn) -+
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y observamos que la sucesion {x,} es creciente y acotada por 1, por lo que converge a un elemento
x < 1. De igual forma obtenemos que {yn }nemn converege a y < 1. Ademds, por ser |zp|+|yn| < 1,
tomando limites cuando n — +o0o se obtiene que |xz|+|y| < 1. De este modo, para todo subconjunto
totalmente ordenado existe una cota superior (x,y) € C. Se satisfacen las hipdtesis del lema y
por lo tanto, existe al menos un elemento mazimal. Los elementos (1,0) y (0,1) son elementos
mazximales. Para finalizar, comprobamos que el conjunto de puntos (0, "771) C C' no tiene una
cota superior en C' y por tanto no es posible aplicar el lema. O

En la siguiente definiciéon recordamos el concepto derecubrimiento} para ello, utilizamos la nocién
de “conjunto de subindices”, que puede ser el de los niimeros naturales; cualquier subconjunto de

estos o incluso conjuntos no numerables, como IR o C entre otros.

Definicién 1.13. Recubrimiento de un conjunto. Sea X un conjunto; A un subconjunto de
X J un conjunto de subindices y ¥ = {A;};cy una coleccion de conjuntos de X. Decimos que
% es un[recubrimientd de A, si para cada elemento x € A, existe al menos un conjunto A; € ¥ tal
que x € Aj.

Definicién 1.14. Subrecubrimiento de un conjunto. Sea A un conjunto y ¥ = {A;}ics un
de A, donde J es un conjunto de subindices. Decimos que un subconjunto de Y es

un [subrecubrimiento| de A, si es un|recubrimiento| de A.

Partes de un conjunto

Definicién 1.15. Para todo conjunto X se define el conjunto de las “partes de X7 como
el de los subconjuntos de X, incluidos el conjunto vacio y el conjunto X. Dicho conjunto

se denota por P(X).

Ejemplo 1.16. Sea X un conjunto y R una definida en P(X):

xRy, siy solox Cy.

Sabiendo que R es unalrelacidnl[de orden], comprobar que se cumplen las hipdtesis del lemade Zorn]
y encontrar un elemento maximal y otro minimal de P(X).

Solucién: El conjunto X € P(X) es una cota superior de cualquier cadena de conjuntos contenidos

en P(X) y 0 una cota inferior. R una [relacion)[de orden], se cumplen por tanto las hipdtesis del

lema que prueba la existencia de un elemento mazimal y otro minimal. El lema no indica
si estos elementos son unicos ni la manera de encontrarlos, sin embargo, por ser X una cota
superior y O una cota inferior de todas las cadenas obtenemos que X es un elemento mdzimal de

P(X) y el conjunto vacio un elemento minimal. O

Definicién 1.17. Relaciéon de equivalencia. Sea X un conjunto no vacio y R una |relacio

definida en X. Decimos que R es una [relacion|[de equivalencid si satisface las propiedades:
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1. [Reflezivd. Todo elemento x € X se relaciona consigo mismo: xRz, para todo x € X.
2. [Simélricd, Dados dos elementos z,y € X tales que xRy, entonces yRu.
3. [Transitivd. Dados tres elementos z,y,z € X tales que: xRy, e yRz, entonces tRz.

Definicién 1.18. Clases de equivalencia. Conjunto cociente. Sea “R” una [relacidn][dd
equivalencial definida en un conjunto X. Las clases de equivalencia de R son los subconjuntos de
X formados por elementos que se relacionan entre si. Dado un elemento x € X, denotamos por

[x] la clase de equivalencia de x:
[z] = {y € X tales que xRy}.

El conjunto de las clases de equivalencia de X respecto de la R se denomina conjunto
y se denota por X/R.

1.3 Espacios vectoriales

Para hacer este texto lo mas autocontenido posible se incluyen en esta seccién las definiciones
y resultados basicos sobre espacios vectoriales que se utilizaran en capitulos posteriores. Todo el
contenido de esta seccidon aparece en los cursos introductorios de dlgebra lineal y puede omitirse si

el lector domina la materia.

Definicién 1.19. Operacién interna. Dado un conjunto no vacio X y una operacion

X xX =X

w o

decimos que es una operacion interna, si para cualesquiera dos valores x,y € X, el resultado

de la operacion pertenece a X :

x-y€ X, paratodo z,y € X.

“wo»

Ejemplo 1.20. La operacion producto de dos numeros definida sobre el conjunto de los
numeros naturales y la operacion suma “+” definida sobre el conjunto de los numeros racionales

Q, son operaciones internas en IN y Q respectivamente. O

“©

Definicién 1.21. Grupo. Dado un conjunto no vacio G y una operacion interna “ -” decimos

que el par (G,-) es un grupo si para todo o, B,y € G se satisfacen las propiedades:
1. Asociativa: (a-f)-vy=a-(B-7);

2. FElemento neutro. FExiste un elemento, que denotamos por lg, tal que lg-a = a-1g = «a,
para todo o € G;
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3. Elemento inverso o simétrico (denotado mediante el exponente —1): para todo o € G existe

1 1

alteGltaquea-at=a1 a=1l¢.

St ademds la operacion es conmutativa, es decir, para todo o, € G se satisface a - = B -
decimos que (G,+) es un grupo conmutativo.

Ejemplo 1.22. El conjunto de los nimeros complejos z = x + iy tales que 2> +y> = 1 con la
operacion producto:

(w1 +iy1) - (w2 +iy2) = T122 — Y1y2 + i(T1Y2 + T291)
es un grupo conmutativo. O

Definiciéon 1.23. Cuerpo. Dado un conjunto K y dos operaciones internas (+,-), decimos que
(K, +,-) es un cuerpo si:

- (K,+) es un grupo conmutativo, es decir: para todo «,f,7 € K se satisfacen las
propiedades

1. Asociativa: (a4 8) +v=a+ (8+7);
2. Elemento neutro (denotado por 0): Satisface a +0 =04 a = a;

3. Elemento simétrico (precedido por el signo —): para todo a € K existe un elemento
—a €K tal que a4+ (—a) = —a+a =0;

4. Conmutativa: o+ 3 = 6+ a.

- (K—={0},-) es un grupo conmutativo, es decir: para todo «, 3,y € K se satisface:
1. Asociativa: (a-p)-vy=a-(f-7)=a-8 v
2. Elemento neutro (denotado por 1): Satisface a-1=1-a = q;

3. Elemento simétrico (denotado por el exponente —1): para todo o € K existe a~! € K,

a-al=atla=1,;

4. Conmutativa: - 8= - a.

w o

La operacion es distributiva respecto de la operacion + en K, es decir, para todo o, 8,7 €

K se satisface:

a-(B+y)=a f+a-7.

Ejemplo 1.24. (Q,+,-), (IR,+,-) son cuerpos, sin embargo, (IN,+,-), (Z,+,-) no lo son. O
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nicién 1. . i \ ri . ectmos que un conjunto es un espacio vectoria
Definicid 1.25. Espacios vectoriales. D to X t l
definido sobre un cuerpo K, si existen dos operaciones: una interna entre dos elementos de X ue

) )
llamamos “suma” Y denotamos con el simbolo “+”

T:XxX > X,

y otra externa, entre un elemento de K y otro de X que llamamos “producto” y denotamos con el

113 »”

simbolo
cKxX =+ X

que verifican:

1. La operacion suma “+ 7 de elementos de X cumple las propiedades:

FElemento neutro. FExiste un elemento de X, que denotamos por Ox, tal que para todo
x € X se verifica x +0x = x.

- Elemento opuesto. Para todo © € X, existe un elemento de X, que denotamos por —x,
tal que, x + (—x) = 0.

Conmutativa. Para cualesquiera elementos x,y € X, se satisface v +y =y + x.

Asociativa. Sean x,y,z € X, entonces v+ (y + z) = (x + y) + 2.
2. La operacion producto de un elemento de K por un elemento de X satisface las propiedades:

- Elemento neutro. Existe un elemento de K, que denotamos por 1k, que verifica lx-x = x,
para todo x € X.

- Propiedad asociativa. Para cualesquiera o y B elementos de K y para cualquier x € X,

se satisface a- (B - x) = (af) - z.

- Propiedad distributiva respecto de la suma de elementos de X. Para cualquier a € K y

para cualesquiera x,y € X, se cumple - (x +y) =a-x + a-y.

- Propiedad distributiva respecto de la suma de elementos de K. Para cualesquiera o, (3
elementos de K y para cualquier x € X, se verifica
(a+pf) x=a-z+ - .

Observaciéon 1.26. Por simplicidad, y si no se especifica lo contrario, a lo largo del libro se
considera que el cuerpo K es el de los numeros reales o complejos.

Observacion 1.27. A los elementos de K los llamamos escalares y a los de X wvectores.

Observaciéon 1.28. Por simplicidad en la notacion y cuando no haya lugar a confusion se

113

eliminard el simbolo “ -7 en la operacion producto por un escalar.
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Ejercicio 1.29. Sea X un espacio vectorial definido sobre un cuerpo K. Demostrar que cualquier
combinacion lineal finita de elementos de X pertenece a X.

Solucién: Procedemos por induccién y consideramos en primer lugar un unico vector 1 € X. Se
define

Y1 =012
para oy € K. Por ser X un espacio vectorial, el producto de un vector por un escalar pertenece a

X y por tanto y; € X. Suponemos que la propiedad es cierta para la combinacion lineal de k — 1
vectores y comprobamos que

Ynp = Q1T1 + ++ + Qp_1Tp—1 + ATy

pertenece a X. Por hipotesis de induccion, Yn_1 = Q@1T1 + -+ + Qpn_1Tn_1 € X, Y €xpresamos yn
como suma de dos elementos de X de la forma

Yn = Yn—1 T QnTnp.

Dado que av, € K y x,, € X, resulta que ayz,, € X. Por tanto y, es suma de dos elementos de X.
Por ser X un espacio vectorial, se obtiene que y, € X. Aplicamos el principio de induccion para
obtener el resultado deseado. O

Ejercicio 1.30. Sea N € IN y Q un conjunto de RN . Comprobar que el conjunto de las funciones
continuas definidas en Q y con valores reales, C(2), es un espacio vectorial.

Solucién: Comprobamos que se satisfacen las propiedades de la Definicion[1.25. Para ello consi-
deramos dos funciones: f,g € C(Q) y la operacion suma de dos funciones “+7, “f +¢g: Q — R”
definida por la funcion

(f +9)(x) = fz) + g(x).

“f + g” estd definida de forma unica por estarlo las funciones f y g. Ademds, por ser f y g

continuas, para todo x € ), y para todo € > 0 existen 61 y d2 tales que
€ . € .
(@) = fW) < 5 sile =yl <0y |g(z) —g(W)l < 5, silz —yl <2,
gracias a las propiedades del valor absoluto,

[(F+9) (@) = (f +9) W) < |f (=) = fFW)l +lg(x) —g(y)| < 5 + % si|r —y| <min{dy, 62}

[NCN e

que prueba la continuidad de f+g. FEs fdcil comprobar que se satisfacen las siguientes propiedades:

1. El elemento neutro de la operacién suma es la funcion que asigna a cada x € Q el valor 0,
ya que f(z)+ 0= f(x) para toda funcion f € C(Q) y para todo x € Q.

2. El elemento opuesto de la funcion f es la funcion —f.
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3. Propiedad conmutativa. La propiedad se cumple por cumplir la suma de nidmeros reales la

propiedad conmutativa:

(f +9)(x) = f(2) +9(x) = g(z) + f(z) = (9+ f)(z), para todo x € Q.

4. Propiedad asociativa. Por cumplir la suma de nimeros reales la propiedad asociativa, se
satisface

[(f+9)+hl(z) = (f+9)(@)+h(z) = f(x)+9(z)+h(z) = f(z)+(g+h)(z) = [f+(g+N)](z)
que prueba la propiedad en C(£2).

La operacion de multiplicacion por un nimero real € IR de una funcion f € C(Q), definida por
(af)(z) = af(x), estd determinada de forma dnica por estarlo el producto de dos nimeros reales.
Es facil comprobar que af es una funcion continua, basta sustituir en la definicion de funcion

continua el valor de § por ad. Ademds, se satisfacen las siguientes propiedades:

1. Elemento neutro. El elemento neutro de la operacion producto por un escalar es “17, ya que

1 f(z) = f(z), para todo x € 2, y para toda funcién f € C(Q).

2. Propiedad asociativa. Por cumplir el producto de nimeros reales la propiedad asociativa, se

satisface

a(ff)(z) = a(Bf(z)) = aff(z) = [(af)fl(x), para todo o, B € IR.

3. Propiedad distributiva respecto de la suma:

a(f+g)=af +ag,

que se satisface al cumplir la suma de nimeros reales la propiedad distributiva:
a(f +9)(@) = a(f(z) + 9(x)) = af () + ag(z) = (af + ag)(z).
4. Distributiva respecto de la suma de escalares, es decir

(a+B)f=af+Bf

para todo o, B € R y f € C(2). La propiedad se satisface por ser o, 8 y f(x) nidmeros reales
y cumplirse la propiedad en IR.

O





