Capitulo 1I.1

Preliminares

1. Sea p un numero primo. Demostrar que (Z,, +, ) es un cuerpo con las operaciones
definidas como
[a] +[b] == [a+b], [a]-[b] := [ab].

Solucién. En primer lugar, comprobemos que las operaciones + y - estan bien
definidas, es decir, no dependen del representante de la clase elegida. Para ello,
veamos que si [a] = [c] y [b] = [d], entonces [a +b] = [c + d] en Z,. En efecto,
dado que a —c=mp y b— d = np para ciertos enteros m,n, se tiene que
atb—(c+d)=(a—c)+ (b—d)=mp+np=(m+n)p,
de donde se concluye que [a + bl = [c + d] en Zy,. Por otro lado, veamos que
[ab] = [cd]. Se tiene que
ab — cd = (c+ mp)b — c¢(b— np) = cb+ mpb — cb + cnp = (mb + cn)p,

de donde se deduce que [ab] = [cd] en Z,.

En segundo lugar, comprobamos si ocurre que (Zy,+,-) sea un anillo conmutativo
unitario para el que todos sus elementos salvo la clase nula son invertibles, o no.
Para ello,

1. Veamos que (Zy,~+) es un grupo abeliano, para lo que se utilizard que (Z,+)
es un grupo abeliano:

a) Dados [a],[b], [c] en Z, se tiene que
([a] +[0]) +[c] = [a+b] +[c] = [(a+b) +c] =[a+ (b+c)] = [a] + [b+ ]

= [a] + (6] + [c])-

b) Eziste un elemento neutro que es [0] puesto que para cada [a] € Z),

[a] +[0] = [a + 0] = [a] = [0+ a] = [0] + [al,
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¢) Dado [a] € Z,, el elemento [—a] € Z,, es elemento inverso de [a] ya que
[ +[=d] = [a + (=a)] = [0] = [(=a) + o] = [-d] + [d].
Hasta aqui tenemos que (Zy,,+) es un grupo.
d) Dados [a], [b] € Z, se tiene que [a] + [b] = [a +b] = [b+ a] = [b] + [a].

Por tanto, (Zy,+) es también abeliano.
2. (Zp,-) es un semigrupo. En efecto, dados [a], [b],[c] € Z, se tiene que
(la] - [b]) - [c] = [ab] - [c] = [(ab)c] = [a(be)] = [a] - [be] = [a] - ([b] - [¢])-
3. Para todos [a], [b], [¢] en Zy, se cumple que
[a]- ([l +[c]) = [a]-[b+¢] = [a(b+c)] = [ab+ac] = [ab]+[ac] = [a]-[b] +[a]-[c],
y también
([b]+[c])-[a] = [b+¢]-[a] = [(b+c)a] = [ba+ca] = [ba]+ [ca] = [b] [a] +[c]-[a].
Veamos a continuacion que (Zp,+,-) es unitario. Para ello, consideramos [1] €
Zy. Se tiene que para cualquier [a] € Zy
[1]-[a) =[1a] =[a] = [al] = [d] - [1], siendo ademds [la] = [a].
Se hace notar que hasta el momento no se ha necesitado que p sea un nimero
primo. Por ultimo, comprobemos que todos sus elementos salvo la clase nula son

invertibles. Para ello, haremos uso del resultado cldsico conocido como el Teorema
de Bézout que afirma

Teorema de Bézout. Sean a,b € 7. Existen u,v € Z tal que ua + vb = med(a, b).

En el caso que nos concierne, tomamos b = p. Al ser p primo y considerando
0 < a < p se tiene que existen u,v € Z tal que

au + vp = med(a, p) = 1,
con lo que

[aw+wvp] = 1] = [a] - [u] + [v] - [p] = [a] - [u] + [v] - [0] = [a] - [u] = [1],

de donde se deduce que [a] ™' = [u].

Observacion. Para obtener [u] se puede aplicar el algoritmo de Euclides reiterada-
mente de la siguiente forma:

pP=a-q+r;

a=r1-q2+72

rL="r2-q3+ 73

Th—3 = Tn—2 " qn—1 1+ Tn—1

Tp—2 =Tn—1"¢n+ 1.



El 4ltimo valor 1 se obtiene como consecuencia de que med(a,p) = 1. Despejando
ri

p—a-q=T71
aG—Tyq2=T2

™ —7T2:4q3=T3

Tn—3 —Th—2 " Qn—-1 = T'n-1
Tn—2 — Tn—1"qn = 1.

Ahora, sustituyendo de forma regresiva en las igualdades anteriores se llega al
valor de [u] obteniendo ua + vp = 1.

Observacion. Alternativamente se puede utilizar el Teorema pequenio de Fermat
(véase, por ejemplo, [15, 17]) °
. Determinar [305]~! en Zs3g7.

Solucién. Teniendo en cuenta el ejercicio anterior, Zsor €s un cuerpo pues p = 307
es primo. Por tanto existe [305]7! en Zsor. Seguimos el algoritmo de Euclides
extendido, con a = 305. Se tiene que

307 =305-1+2
306 =2-152+1

de donde
307 —-305-1=2
300 -2-152=1
con lo que
153-a—-152-p=1
de donde se concluye que [a]~! = [153] en Zsor. o

. Dar un ejemplo de dos conjuntos no vacios A, B para los que A x B # B x A.

Solucién. Consideremos los conjuntos A = {1} y B = {2}. El producto cartesiano
A x B ={(1,2)}, mientras que B x A ={(2,1)}, porlo que Ax B# B x A. e

. Demostrar que el conjunto K = {a + bi|a,b € Z}, con la suma y multiplicacién
de los nimeros complejos, tiene estructura de anillo conmutativo unitario. ;Es
un cuerpo?

A este anillo se le llama anillo de los enteros gaussianos y se representa por Zl[i]
(véase Subseccién 1.1.1.2).
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Solucién. En primer lugar, comprobamos que la suma y el producto de dos enteros
gaussianos es de nuevo un numero gaussiano. Para ello, consideremos ai + b1i,
az + bai en K. Teniendo en cuenta que la suma y multiplicacion de nimeros
enteros es un numero entero, resulta que

(a1 —+ bll) =+ (CL2 + bgl) =a1 + as + (bl + bg)l S K,

(a1 + bli) . ((ZQ =+ bgi) = (a1a2 — blbg) =+ (a2b1 =+ albg)i c K.

Por otro lado, es claro que (K, +) es un grupo abeliano. En efecto
a) Dados aj + bii, ag + bai y as + bsi en K, se tiene que
((a1 + bli) + (az + bgi)) + (a3 + bgi) = ((a1 + az) + (b1 + bg)i) + (ag + b3i)

= ((a1 + a2) +az) + ((b1 + b2) + b3)i = (a1 + (a2 + a3)) + (b1 + (b2 + b3))i
= (a1 + bii) + ((ag + boi) + (a3 + bsi)).

b) El elemento 0 = 0 + 0i, que pertenece a K, es elemento neutro, pues para
todo a +bi € K

(a+bi)+(040i) = (a+0)+(b+0)i = a+bi = (0+a)+(0+b)i = (040i)+(a+bi).
¢) Dado a+bi € K, se tiene que (—a) + (—b)i € K es elemento inverso, ya que

(a+b)+ ((—a)+ (=b)i) =(a+(—a))+ (b+(=b)i=0+0i=0
=((—a)+a)+ ((—=b) + b)i = ((—a) + (=b)i) + (a + bi).
d) Dados aj + bii y az + bai en K, se tiene que
(a1+bli)+(a2+bgi) = a1+a2+(b1+b2)i = a2+a1+(b2+b1)i = (a2+bzi)+(a1+bli).

La propiedad d) permite deducir que K es un grupo abeliano. En sequndo lugar,
comprobamos que (K, -) es un semigrupo. Para ello, se comprueba que dados a1 +
b1i, as + bai y as + bsi en K, entonces

((a1 + bli) . (GQ + bgi)) . (a3 + bgi) = ((a1a2 — blbg) + ((12(71 + albz)i) . (a3 + bgi)

= ((a1a2 — b1b2)a3 — (a2b1 + albg)bg) =+ ((a1a2 — blbg)bg + (a2b1 =+ albg)ag)i.
Por otro lado,

(a1 + b1i) - ((ag + b2i) - (a3 + b3i)) = (a1 + b1i) - ((a2az — babs) + (azbz + azb3)i)

= (al(agag — b2b3) — bl(agbg + agbg)) + (al(agbg + agbg) + bl(agag — bgbg))i.

Basta tener en cuenta las propiedades sobre los nimeros enteros para concluir
que

(a1az — biba)as — (asby + a1b2)bs = a1(azas — babs) — bi(asbs + azbs),



(a1a2 — blbg)b5 =+ (a2b1 + a1b2)a3 = a1 (a3b2 =+ Cl,gbg) —+ b1 (a2a3 — bgbg),
por lo que se deduce que
((a1 + b1i) . (ag + bgi)) . ((13 + bgi) = (a1 + bli) . ((a2 + bgi) . (a3 + bgi)).
Asi mismo, comprobamos que para a1 + bii, ag + bai y as + bsi en K,
(a1 + bli) . ((a2 + bgi) + (a3 + bgi)) = (a1 + bli) . ((az + a3) + (bz + bg)i)
= (a1(ag + ag) — bi(ba + b3)) + (a1(ba + b3) + b1 (a2 + a3))i
que coincide con
((a1 + bll) . (a2 + bgl)) + ((a1 + bll) . (a3 + bdl))

= ((a1a2 — b1b2) + (blag + albg)i) + ((alag — blbg) =+ (b1a3 + albg)i)
= ((a1a2 - b1b2) + (a1a3 — blbg)) + ((b1a2 + CL]bQ) + (b1a3 + albg))i

sin mas que igualar parte real e imaginaria, ya que

al(ag —+ ag) — bl(bz —+ bg) = (a1a2 — blbg) =+ (a1a3 — blbg),

al(bQ + b3) + bl(ag + CL3) = (b1a2 + albz) + (bla3 + a1b3).
Similarmente, se comprueba que para a; + bii, as +bei y az+bsi en K, se cumple
que
((a1 + bli) + (ag + bgi)) . (a3 + bgi) = (a1 + bli) . (a3 + bgi) + (ag + bgi) . ((13 + bgl)
Ademdas, para ay + bii, as + bai en K, se verifica que

(a1 + bli) . (az + bgi) = (a1a2 — b1b2) + (albg + CLle)i = (GQ + bQi)(al + bli).

Por tanto, (K,+,-) es un anillo conmutativo. Por otra parte, 1 =1+ 0i € K y
para todo a + bi € K se cumple que

(a+b) -1=a+bi=1-(a+bi).

De todo ello se concluye que (K, +,-) es un anillo conmutativo unitario.

Finalmente, es claro que (K, +,-) no es un cuerpo ya que, por ejemplo, el elemento
0+ 2i € K no admite elemento inverso respecto a - en K. De lo contrario, existen
a,b €Z con

(04 21) - (a + bi) =1+ 0i,

de donde se deduce que —2b + 2ai = 1+ 0i. Igualando parte real e imaginaria,
deberia ser —2b = 1 lo que no es posible para ningin b € Z. Por tanto, el elemento
0 + 2i no es invertible respecto a - en K, y K no es un cuerpo. °
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5. Demostrar que el conjunto K = {a + bi|a,b € Q}, con la suma y multiplicacién
de los nimeros complejos, tiene estructura de cuerpo.
A este cuerpo se le llama cuerpo de los racionales gaussianos y se representa por
Q[i] (véase Subseccién 1.1.1.2).

Solucién. La demostracion de que (K, +,-) es un anillo conmutativo unitario es
andloga a la del ejercicio anterior, utilizando en este caso las propiedades de
anillo conmutativo unitario de (Q,+,-). Por tanto, solo falta comprobar que todo
elemento no nulo de K es invertible respecto a la multiplicacion. Sea a + bi €
K\ {0}. Entonces, a y b no pueden ser ambos nulos, lo que es equivalente a que
a® +b? # 0. Consideremos el elemento

a b .
= - i
a2+b2 a2+b2’

que es un elemento de K, segun la consideracion previa. Ahora bien,

. a —b —b a . .
oA = (aa2+b2 _ba2+b2) ’ (aa2+b2 +ba2+b2) AR
De la misma forma,
A (a+0bi) =1,

con lo que se deduce que A es elemento inverso de a + bi respecto a la multiplica-
cion. De aqui se concluye que (K, +,-) es un cuerpo. °

6. jEs [10] = [3] en Z7?

Solucién. Como 10 — 3 = 7 = 0mod 7, aplicando la Proposicion 1.1.1.2 (3) y
Ejemplo 1.1.1.4, se deduce que [10] = [3] en Zz. °

7. Construir las tablas de sumar y multiplicar de Zs.

Solucién. Las propiedades de suma y producto en Zs permiten deducir que

L+ [OITm[R) [ - [ [0[R]]
O]  [o] | (1 | 21| [[0] ]| [0] |[0] | [0]
A O] 2 o] [ (o] | [] | [2]
RIJ RO A [2 ][] ][]

8. En Zjs determinar ([1] + [3]3)/[2].

Solucién. Se tiene que



en Zs. Por otro lado, se tiene que [2] - [3] = [3] - [2] = [6] = [1] en Zs, por lo que
[2]7! = [3]. Se concluye que

([ + B/ = ([ + 2)/21 = [3]- 27" = [3] - [3] = [4].

9. Obtener [99]7! en Z1q;.

Solucién. Aplicamos el algoritmo para obtener la identidad de Bézout (véase la
solucion del Ejercicio 1 de este capitulo)

181 9a9 1+ 21 1
= . r=p—a- B o _ B
99 = 2 49+ 1 = ro=a—7y - 49 }él_w_a (p—a)49 =50a—49p
= O~ ~

a T1 79

de donde [99]7' = [50] en Zig;. °

10. Obtener [9]7! en Zi;.

Solucién. Aplicamos el algoritmo para obtener la identidad de Bézout (véase la
solucion del Ejercicio 1 de este capitulo)

lpl ; 1-|—T21 1

= . rn=p—a- o B _ _ B

9 — 9 44 1 Tz:a_rl.4}:>1_7z—a (p—a)d=5a—4p
~ =~ ~~~

a 1 T2

de donde [9]7! = [5] en Z;. .

11. Obtener [8]~! en Z13.

Solucién. Aplicamos el algoritmo para obtener la identidad de Bézout (véase la
solucién del Ejercicio 1 de este capitulo)

p a 71

~~ =

13 = 8 14 5
8§ =5 14+ _3 T =p—a
a 1 o = ro=a—T1 -
5 = 3 1+ 2 r3 =11 —17To

r1 T2 r3 T4 =T2—T3
3 = 1+ 1

=~ ~~

72 T3 T4

ro =2a—7p

0= 2 —
= Tr3=p—a—7Ty = r4:7n32a71;7i§}$1:7“4:5a—3p

Ty =T2—T3

de donde [8]7! = [5] en Z;3. °
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12. Sean A y B dos matrices cuadradas de orden n sobre un cuerpo K. Demostrar o
refutar las siguientes afirmaciones

(i) (A+B)? =A%+ B?+2AB
(ii) (A+B)?= A2+ B2+ AB+ BA
(iii) (A+ B)(A—B) = A?—
(iv) (A+ B)(A—B)=A?> - B?>+ BA— AB
(v) (A+B)(A—B)=A%2-B2-BA+ AB
(vi) AB=BA
(vii) Si AB =0 entonces A =00 B=0.
(viii) det(A + B) = det(A) + det(B).
(ix) AAT es simétrica.
Solucién.

(i) Se tiene que (A + B)> = (A+ B)(A+ B) = A(A+ B)+ B(A+ B) =
A% + AB + BA + B2, que no siempre coincide con A% + B?> + 2AB. Basta
considerar A, B con AB # BA, por ejemplo,

A:(ié), B:(éé), (IL1.1)

(A+B)2:<g ‘21>¢<5 4):A2+BQ+2AB.

siendo

3 3

Por tanto, la afirmacion no es cierta.

(i) Como consecuencia del razonamiento del apartado anterior se deduce que la
afirmacion es cierta.

(iii) Se tiene que
(A+B)(A—B)=A(A—B)+ B(A— B) = A> - AB+ BA - B,

que no coincide con A2 — B? salvo que A y B conmuten. Tomando A y B
como en (I1.1.1) se tiene que

aena-mn=(g o) () 1)-2-

Por tanto, la afirmacion no es cierta.

(iv) Como consecuencia del razonamiento del apartado anterior se deduce que la
afirmacion es cierta.
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(v) El enunciado es cierto siempre que A>—B?>4+BA—AB = A>~B?>-BA+AB,
es decir, AB = BA. Tomando A, B como en (IL.1.1), se tiene que

(A+B)(A—B):(§ 8);&(2 g):A2—BQ—BA+AB.

Por tanto, la afirmacion no es cierta.
(vi) La afirmacién no es cierta; elijanse las matrices A y B como en (I11.1.1).

(vit) La afirmacion no es cierta. Basta considerar

() s=(20)

(viii) Las matrices A y B del apartado anterior permiten deducir que la afirmacion
es falsa, puesto que

det(A+ B) =det(I) =1# 0 =0+ 0 = det(A) + det(B).
(iz) Obsérvese que (véase Proposicion 1.1.2.2)
(AAT)T = (ATYTAT = AAT,
por lo que AAT es una matriz simétrica y, por tanto, la afirmacion es co-

rrecta.

13. Sea A una matriz invertible. Determinar el valor de det(A) en funcién del valor
de det(A™1).

Solucién. Obsérvese, de las propiedades de los determinantes, que
1 = det(I) = det(AA™Y) = det(A)det (A1),
de donde det(A™1) = (det(4))~L. °

14. Sea A una matriz ortogonal. Demostrar que det(A) = +1.
Solucién. Como A - AT =1, aplicando la Proposicion 1.1.2.4 (1), (2), se deduce
que det(A)? = det(I) = 1 y, por tanto, det(A) = +1. °

15. Demostrar que la matriz

( cos(t) —sen(t) )

sen(t) cos(t)
es ortogonal.

Solucidn.
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AT — ( cos(t) —sen(t) ) ( cos(t) sen(t) )

sen(t) cos(t) —sen(t) cos(t)
~( cos®(t) + sen?(t) 1
- 0 cos?(t) +sen?(t) ) — 7
para todo t € R. Similarmente ATA =1. °

16. Dos matrices A, B cuadradas n X n, con coeficientes en un cuerpo, se llaman
semejantes si existe una matriz invertible P, de orden n x n, tal que A = P~ BP.
Demostrar que si A y B son semejantes, entonces det(A) = det(B).

Solucién. Sean A y B semejantes, con P invertible cumpliendo A = P~'BP.
Entonces, de las propiedades del determinante
det(A) = det(P~'BP) = det(P~)det(B)det(P)
= det(P) " 'det(B)det(P) = det(P) 'det(P)det(B)
= det(B).
[ ]
17. Dos matrices A, B cuadradas n x n, con coeficientes en un cuerpo, se llaman

congruentes si existe una matriz invertible P, de orden n x n, tal que A = PTBP.
Demostrar que si A y B son congruentes, entonces det(A) = det(P)?det(B).

Solucién. Sean A y B congruentes, con P invertible cumpliendo A = PTBP.
Entonces

det(A) = det(PT BP) = det(PT)det(B)det(P)
= det(P)det(B)det(P) = det(P)?det(B).

18. Calcular el determinante de las siguientes matrices

ayl a2 a3 a4 a1 arz 0 0
G2,1 G232 a3 a4 as1 a2 0 0
b b
0 0 as3 asa a3l ag2 asz3 a4
0 0 as3 agy 41 Q42 43 Q44
0 0 a13 aiy ai1 a2 a3 aig
0 0 a3 a4 a1 @22 a3 a24
b
az1 a3z as3z as4 ag1 azz 0 0

a41 @42 Q43 Q44 asg1 agp 0 0
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Solucién. Sean
ail a2 az1 as2
Ay = , Ao = ,
a1 a2 a4 42
a1,3 a14 a33 as4
A = . Agp = .
a3 Q24 a43 Q4.4

Las propiedades de los determinantes permiten deducir que el determinante de la
primera matriz del enunciado coincide con

det(Au)det(AQg) — det(O)det(Alg) = det(An)det(AQQ)
= (a1,1022 — a2,101,2)(a3,304,4 — A4,303.4),
mientras que el determinante de la seqgunda matriz es
det(Au)det(Agz) — det(O)det(Azl) = det(A11)det(A22)
= (a11022 — a2,1012)(a33044 — 04,303 4).
El determinante de la tercera matriz viene dado por
det(O)det(Agg) — det(Agl)det(Alg) = —det(A21)det(A12)
= —(a1,3a24 — az3a14)(a3 1042 — a4,1a32),
mientras que el de la cuarta coincide con el valor del anterior determinante. e

19. Calcular el determinante de las siguientes matrices

a)
1 1 1 1
1 1+o 1 1
1 1 1+ as 1
1 1 1 14+ apq
b)
1 nnn n
n 2 n n n
n 3 n n
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Solucién. Respecto al determinante de la primera matriz del enunciado, se tiene
que éste no wvaria si se considera la columna j-ésima y se sustituye por dicha
columna menos la primera, para cada j # 1, teniendo en cuenta las propiedades
de los determinantes. Por ello, dicho determinante coincide con el de la matriz

10 0 -- 0
1 o9 0 --- 0
1 0 ay --- 0
1 0 0 Q1

cuyo determinante es aja -+ - Q1.

En cuanto a la seqgunda matriz, se tiene que, al sustituir la columna j-ésima por
ésta menos la columna n-ésima, para j # n, queda la matriz

1—n 0 0 0 -+ n
0 2—n 0 0 n
0 0 3—n 0 n
0 0 0 0 --- n

cuyo determinante coincide con el de la matriz del enunciado y viene dado por

n(n—1=n)(n—2~n)- (3= n)@ ~n)(1 - n) = nl(~1)"".

En cuanto a la tercera matriz, se observa que la suma de todas las columnas
es n —t, por lo que podemos sustituir la primera columna por la suma de todas
las columnas sin modificar el valor del determinante. Asi, el determinante de la
matriz coincide con el de



