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I.6.2.Formas cuadráticas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 149
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Caṕıtulo II.1

Preliminares

1. Sea p un numero primo. Demostrar que (Zp,+, ·) es un cuerpo con las operaciones
definidas como

[a] + [b] := [a+ b], [a] · [b] := [ab].

Solución. En primer lugar, comprobemos que las operaciones + y · están bien
definidas, es decir, no dependen del representante de la clase elegida. Para ello,
veamos que si [a] = [c] y [b] = [d], entonces [a + b] = [c + d] en Zp. En efecto,
dado que a− c = mp y b− d = np para ciertos enteros m,n, se tiene que

a+ b− (c+ d) = (a− c) + (b− d) = mp+ np = (m+ n)p,

de donde se concluye que [a + b] = [c + d] en Zp. Por otro lado, veamos que
[ab] = [cd]. Se tiene que

ab− cd = (c+mp)b− c(b− np) = cb+mpb− cb+ cnp = (mb+ cn)p,

de donde se deduce que [ab] = [cd] en Zp.

En segundo lugar, comprobamos si ocurre que (Zp,+, ·) sea un anillo conmutativo
unitario para el que todos sus elementos salvo la clase nula son invertibles, o no.
Para ello,

1. Veamos que (Zp,+) es un grupo abeliano, para lo que se utilizará que (Z,+)
es un grupo abeliano:

a) Dados [a], [b], [c] en Zp se tiene que

([a] + [b]) + [c] = [a+ b] + [c] = [(a+ b) + c] = [a+ (b+ c)] = [a] + [b+ c]

= [a] + ([b] + [c]).

b) Existe un elemento neutro que es [0] puesto que para cada [a] ∈ Zp

[a] + [0] = [a+ 0] = [a] = [0 + a] = [0] + [a],

1


