Capitulo 10

La integral de caminos de
Feynman en Finanzas

Como es bien conocido el formalismo de Feynman de la Mecédnica cudnti-
ca consiste en un procedimiento matemadtico, la integral de caminos, pa-
ra construir el propagador K(z,x;s,y), s < t, o solucion fundamental de
la ecuacion de Schrodinger con potencial V(x, ), (véase el Apéndice A de
[791),

_0¥(x, 1) h? 3°¥(x, 1)
ih =——- 7

ot Tom ox2 +V(x, )Y (x, 1), (10.1)

dada por,

+00
Y(x, 1) =f K(t,x;s,)¥(s,y)dy, (10.2)

utilizando la funcién Lagrangiana de la Mecénica clasica. Por tanto, la difi-
cultad para aplicar estas ideas matematicas a las Finanzas radica en definir
la funcién Lagrangiana de una ecuacion diferencial estocastica que en ge-
neral no es tinica. En este capitulo se exponen los resultados que permiten
definir una funcién Lagrangiana de una ecuacion diferencial estocéstica a
partir de la cual se define una integral de caminos de Feynman 1til en el
campo de las finanzas.
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10.1. Laintegral de caminos de Feynman

Para dar con precision la definiciéon de la integral de caminos Feynman
que se utilizara en todo el libro, se recuerdan en primer lugar, sin dar las
demostraciones, resultados bien conocidos de las ecuaciones diferenciales
estocasticas.

Definicién 10.1.1 ([77]). Unabase estocastica, (Q2, F,{%F}scj,, P), consiste
en:

(1). Un espacio de probabilidad completo (Q, F, P).

(2). Una filtracion, {%}cj,, en el espacio medible (2, F), cumpliendo las
siguientes propiedades:

(2a). {F}iey, escompletarespectoa P, es decir, /' ={N € % : P(N) =
0} c 90.

(2b). {ZF}iej, es continua por la derecha, es decir,

Fi= () Fs telr, (enparticular, Fr = F).
se(t,T)

Definicién 10.1.2 ([76]). Sean (2, %, P), un espacio de probabilidad, { %} e j,
una filtracion en el espacio medible (Q, F), y W = (W} s Jr Un proceso esto-
cdstico real en (Q, &, P). Se dice que W es un proceso estocdstico de Wiener
respecto a{%}ej; y a P si:

(a). W es un proceso estocdstico medible y adaptado a {F ;} ;e Ir-

(b). Las trayectorias, J7 3 t — W;(w) € R, w € Q, son continuas (P-a.s.), es
decir, W es un proceso estocdstico continuo.

(c). W es una martingala, (pdgina 58 de [76]), respecto a {F}iej, ¥y a P,
(E[IW¢l] < 400, t € J1, EIW|Fs] = Ws (P-a.s.), s< 1)

(d). Wy =0 (P-a.s.).
(e). E[W?] < +oo.

(). El(W; - W)?|F)=t—s (P-as.),s<t S te]r.
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Por el Teorema 4.6.4. (Lévy), (pag. 83 de [76]), W esun proceso estocds-

tico Browniano estdndar, y por tanto, cumple las siguientes propiedades:

Proposicion 10.1.3. Sean (Q2, %, P) un espacio de probabilidad, {F} ey,
una filtracion en (Q, %) y W = {W} ey, un proceso estocdstico de Wiener en
(Q, %, P) respecto a{F}ej, y a P. Entonces,

1).

(2).

3).

(4).
(5).

(6).

W es un proceso estocdstico con incrementos independientes y estacio-
narios, (véase la pagina 57 de [76]).

Los incrementos W;— W son variables aleatorias Gaussianas, (véase la
pdgina 300 de [84]), con EIW; — W] =0y V[W; — W] = [t —s|.

Para todo t € J1, W, es una variable aleatoria Gaussiana con E[W;] =0
y VIW;] = t. Por tanto,

P(W; < X) = Fw,(x) =

7
e p(——)dy, xeR.
\/_

cov(Ws, Wy) = E]lW;W;] =min{s, t}, t,s€ Jr.

Sio<fn <..<ty <T, Wy,..., W) es un vector Gaussiano, (Defini-
cién 3.12.2., pdgina 301 de [84]), y por tanto, W es un proceso esto-
cdstico Gaussiano, (Definicién 4.3.6., pdgina 35 de [76]).

W es un proceso estocdstico de Markov, (Definicién 4.4.1., pdgina 37 de
[76]), y su probabilidad de transicion Markoviana, ((b) de la pdgina
46 de [76]), estd dada explicitamente por la formula:

p(s,x;t,A) =P(W; € A|lW;=x) =

sl on( 52
=9 da T\ 20-9)"
dondex R, Ac B(R), s<t, s, te]r, lacual tiene funcion de densi-
dad dada por

L
Ver(t—s) P 2(t—39)

p(s,x|t,y) = ),x,yeR,s,te]T,s<t.

(Véanse las pdginas 78-81 de [76]).




4 CAPITULO 10. LA INTEGRAL DE CAMINOS DE FEYNMAN EN FINANZAS

Teorema 10.1.4. Sea (0, F,{%}tej,, P) una base estocdstica, (Definicién
10.1.1, (pdg. 2)). Se considera una ecuacion diferencial estocdstica

d&t = ,B(I,S(t)dt‘FY(t,Et)th» 51‘0 = T]! tO < t< T< +00, (103)

donde W = (W} e I es un proceso estocdstico de Wiener en (2, %, P) respec-
to a{%}iej; ya P, yn es una variable aleatoria en (0, %, P) independiente
de{W;— Wi }iels,,11- Se supone que:

(1). B,y :lt, Tl xR — R son funciones medibles.

(2). (Condicién de Lipschitz). Existe L>0 tal que

1B(t,x) =B, MI+1y(E,x) =y, I < Lix—yl, t€ltp, T, x,yeR.

(3). (Restriccion de crecimiento). Existe C > 0 tal que

Bt x)* +y(t,x)> < C*(A+x%), tety, T], xeR.

Entonces, la ecuacion (10.3) tiene una tinica solucién, con probabilidad 1,
&t} ery, 1, que es un proceso estocdstico continuo, que verifica la condicion
inicial &, =1, es decit, Si{¢} ey, 1) Y {1} telty, ) SON soluciones de (10.3) con
la misma condicion inicial n, que son procesos estocdsticos continuos, en-
tonces P ({sup e[, .7 1¢: = ¢ > 0}) = 0.

Para una demostracién de este teorema véase el (6.2.2) Theorem (péa-
gina 105 de [2]).

Teorema 10.1.5. En las hipétesis del teorema anterior, se verifica que la tini-
ca solucion de la ecuacion (10.3), {§} e[y, 1), €5 Un proceso estocdstico de
Markov continuo en el intervalo [ty, T respecto a la filtracion {F}icj, y a
P, (Definicion 4.4.1, (pdgina 37 de [76])), cuya distribucion de probabilidad
inicial en el instante ty, (Pg,(A) = P({o € A), A€ B(R)), es la distribucion de
probabilidad de n, y cuyas probabilidades de transicion estdn dadas por,
paratodox € Rytodos,tconty<s<t<T,

P(s,x;t,A) = P({; € Al§s = x) = P({}" € A), A BR),
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donde {7} iegs, 1y es la solucion (iinica), la cual existe por el teorema ante-
rior, de la ecuacion diferencial estocdstica (10.3) con condicion inicial x en
s€ Jr, esdecir,

t t
ét:x+f ﬁ(t’,étr)dt’+f Y& dWy, x€R, tp < s<t<T.
S S

Para una demostracién de este teorema véase el (9.2.3) Theorem (péa-
gina 146 de [2]).

Definicién 10.1.6. Sea (2, F,{F}c ., P) una base estocdstica, (Definicién
10.1.1, (pdg. 2)). Un proceso de Markov en (Q, %, P) respecto a la filtra-
CiOn{F i} ey, 11 ¥ @ P, {1} tersy, ), CONLINUO (cOmo proceso estocdstico), se lla-
ma un proceso de difusion si sus probabilidades de transicion, P(s, x;t,-),
(P(s,x;t,-) es una probabilidad en (R, BR))), xR, tp < s < t < T, verifican
las tres siguientes condiciones para cada s € [ty, T), xe Ry e >0:

@). 1imeps 25 [, yse PG, x5 1, dy) =limy s 25 P(s, 654, {ly — xI > €)) = 0,
donde p(s, x; t,dy) indica integracion respecto de la probabilidad, en
(R, B[R), P(s,x;t,-).

(b). Existe una funcion f (s, x), con valores reales, tal que

limL (y=x)P(s,x;t,dy) = f(s,x).

tls t—S |y—x|<g

(c). Existe una funcion B(s, x), con valores reales, tal que

.1 2
lim — (y=x)P(s,x;t,dy) = B(s, x).
tls T—=8 Jiy-xi<e

Si se cumplen estas condiciones a las funciones f y B se les llama coeficien-
tes del proceso de difusion (f es laderiva y B la difusién).

((2.5.1) Definition de la pagina 39 de [2]).

A cada proceso de difusion con coeficientes f y B se le asigna un ope-
rador diferencial de segundo orden, (pagina 41 de [2]),

02

FroR (10.4)

0o 1
2= f(s, X)a + EB(S, X)
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Teorema 10.1.7 (Ecuaciéon backward de Kolmogorov). Sea una base esto-
castica, (0, F,{F} e, P). En este escenario, dado ty € Jt, se considera un
proceso estocdstico de difusion, {¢} (1, 1), CON coeficientes continuos f (s, X)
¥y B(s,x) y tal que los limites en la Definicién 10.1.6. se cumplen unifor-
memente en s € [ty, T). Sean g : R — R una funcion continua y acotada, y
t € (ty, T1. Se define la funcion

u(s,x) :f gWP(s,x;t,dy), sty t), xeR. (10.5)
R

Entonces, si u(s, x) tiene derivadas parciales primera y segunda respecto de
X continuas y acotadas, se verifica que u(s, x) tiene derivada parcial respecto
de s en (ty, t) xR y verifica la ecuacion diferencial en derivadas parciales con
condicion final

s 1 gy (s,x) =0

limgy; u(s, x) = g(x). (10.6)

Para una demostracion de este teorema véase el Theorem 1 de la pagi-
na 373 de [39], (véase también el (2.6.3) Theorem de la pagina 42 de [2]).

Teorema 10.1.8 (Ecuacién backward de Kolmogorov). Con las hipotesis
del teorema anterior, si las probabilidades de transicién, P(s,x;t,A), A €
AB(R), tienen funcion de densidad p(s, x|t, y) que es continua con respecto a

las derivad ales 2P #?p . ;
s y las derivadas parciales 53 y 57 existen y son continuas con respecto a s,
se verifica que p es la solucion (fundamental) de la ecuacion

op

ki +92p =0, con condicién final li%ltl p(s,x|t,y) =6(x—y), (10.7)
S

donde 6 es la funcién de Dirac, (véase la pdgina 90 de [76]).

(Véanse el (2.6.6) Theorem, (pagina 43 de [2]) y las paginas 48-50 de
[76]). Este teorema es consecuencia del Teorema 10.1.7. teniendo en cuen-
ta las reglas de célculo de derivacién de integrales paramétricas.

Teorema 10.1.9 (Ecuacidén forward de Kolmogorov o de Fokker-Planck).
Sean una base estocdstica, (Q, F ,{F}tejrr P), Y {t}terry, 71 UN proceso esto-
castico de difusion en (Q, F, P) respecto a{%}te(1, 1) ¥ @ P con coeficientes
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continuos f (s, x) y B(s, x) y tal que los limites en la Definicién 10.1.6. se ve-
rifican uniformemente para s € [ty, T). Si las probabilidades de transicion
P(s,x;t,B) tienen funcion de densidad p(s,x|t,y) tales que las derivadas

. ap A(f(t,y)p) . 0*(B(t,y)p) . .
parczales Br’ ay y 6y2 existen yson continuas, entonces para ca-

da par (s,x) € [ty, T) x R dado, se verifica que p es la solucién de la ecuacion

Opls, x|t y) O (1, y)p(s xIt,y)) 10*(B(t,y)p(s, xIt,y) _ 0
ot oy 2 0y?
con condicion final liglp(s,xlt, Y=0x-y),te(sT), yeR, (10.8)
S

)

donde 6 es la funcion de Dirac, (véase la pdgina 90 de [76]).

Para una demostracion de este teorema véase el Theorem 2 de la péa-
gina 374 de [39]. Véanse, también, las paginas 43 y 44 de [2] y las paginas
48-50 de [76].

Teorema 10.1.10. Se supone que la ecuacion diferencial estocdstica
d&t = ,B(I,S(t)dt‘FY(t,Et)th» 51‘0 = T]! tO < r < T< +00, (109)

cumple las condiciones de existencia y unicidad de solucion del Teorema
10.1.4.. Entonces, si B(t,x) yy(t,x) son funciones continuas en la variable
t, se verifica que el proceso estocdstico continuo de Markov, {¢}ie(1,, 1), SO-
lucién de la ecuacion (10.9), es un proceso de difusion con deriva (t,x) y
difusion y(t,x)?, y los limites de la Definicién 10.1.6. son uniformes con
respecto a s € [ty, T). Ademds, si la ecuacion diferencial estocdstica (10.9) es
autonoma y t € [0,+00), es decir, B(t,x) = B(x) y y(t,x) = y(x), el proceso
estocdstico de Markov, (¢} te(s,+00) €S homogéneo, ([76], pdg. 50).

Para una demostracion de este teorema véase (9.3.1) Theorem de la
pagina 152 de [2].

Como consecuencia de los resultados anteriores se obtiene el siguiente
teorema:

Teorema 10.1.11. Sea una base estocdstica, (2, F ,{F}ej,,P). En este es-
cenario se supone que la ecuacion diferencial estocdstica

dél = ,B(I,S(t)dt‘FY(t,Et)th» 51‘0 = T]! tO < r < T< +00, (1010)
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cumple las condiciones de existencia y unicidad de solucion del Teorema
10.1.4. y que las funciones (t, x) yy(t, x) son continuas. Entonces,

(1). Lasolucion de la ecuacion (10.10), {&+} te(1,,1], €5 Un proceso de difusion
con deriva B(t,x) y difusiony(t, x)°.

(2). Silas probabilidades de transicion P(s, x; t, A), (A € B(R)), del proceso

de Markov continuo {} 1[4, 1), tienen funciones de densidad p(s, x|t, y)
2
tales que las derivadas parciales g—’;, o (at;,y \p) y g (12(;’23’ D) existen y son

continuas, entonces para cada par (s, x) € [ty, T) x R dado, se verifica
que p es la solucion de la ecuacion

Op(s xlt,y) | 0L, YIp(s X1t y) 10°0~(Ly)pls,xlty) _ o
ot dy 2 dy? B
con condicion final li?zl p(s,x|t,y) =6(x-y), (10.11)
N

)

donde 6 es la funcion de Dirac, (véase la pdgina 90 de [76]).

A continuacion se expone como se obtiene a partir de la ecuacién de
Fokker-Planck, (10.11), la funcién Lagrangiana de la ecuacion diferencial
estocdéstica (10.10), y la integral de caminos de Feynman en su versién Eu-
clidea obtenida mediante la rotacién de Wick, (transformacién en el plano
complejo que transforma el eje imaginario en el eje real, (véase la pagina
220 de [101])), t — —it.

En la pagina 73 de [100] se establece que para valores pequefios de ¢ —
s, la solucion, p(s, x|t,y), de la ecuacién (10.11) se puede aproximar, con
orden de aproximacion (z — s)?, por

oy — _ 2
p(s,x|t,y) = 1 ox (_(y JIC 2,li(s,x)(t s) ):
2\/”(%Y2(S,x))(t—8) 4(57/ (5,2)) (t—5)
oy — _ 2
— 1 ox (_(y xzﬁ(s,x)(t s)) )’ 10.12)
V2my2 (s, 2)(1~3) 27%(5, 0 (1 —5)

Por otro lado, por (1) de la pagina 48 de [76], las funciones de densidad de
transicion, p(s, x|t, y), verifican la ecuacién de Chapman-Kolmogorov:

+00
p(s1,xls3,2) :f p(s1,x1s2,¥)p(s2,yIs3,2)dy, $1,82,53 € JT, 1< $2 < $3.
* (10.13)
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Ahora, se considera en el intervalo [, T] una divisién arbitraria
A={lg, 1, Iy In1tcon t=fH<h<..<tp<thy1=T. (10.14)

Paratodoi€1,2,...,n+1seat; =t;—tj_1, ysea|A| = max{ry,T2,..., Tp+1}-
A |A| se le llama didmetro de la division A. Ademads, se toman dos puntos
fijos, x, y, de R, y n puntos arbitrarios, xi,...,x,, de R, y se pone xp = xy
Xn+1 = y. Entonces, por aplicacion reiterada de (10.13), se obtiene

+00 (o]
p(t,x|T,y) :f ”f p(t,xty, x1)..p(ty, xnl T, y)dxy...dx,. (10.15)

En el limite cuando |A| tiende a 0 en el segundo miembro de (10.15) se
puede utilizar (10.12) y se obtiene

i (Xj41 — X; —ﬁ(tirxi)THl)z).
= 2y2(t, X)) Tis1

. 1 lﬂl dax; _
V2my2(ty, Xo)T1 i=1 /2wy (L, X)) Tis1
(x’“ at —ﬁ(l‘i,xi))

+00 n Tinl
= lim exp -y Tisl

IA]—0 20 2y2(ti, x;)

+00 o0
=1 n —
ptxiT,y) = lim | f_oo exp(

2

1 n dx;

. . . (10.16)
V21my2(to, X0)T1 i=1 /27Y2 (L, X)) Tiv1

(Para cada divisi(’)n A de [t,T], si m € N cumple que = < |A] se verifica

Ap={th=t+-— m+1, GwEp=t+ mm, T} esuna lelSlOIl de [t, T] con dia-

metro |Aml =+ +1 < |Aly todos los subintervalos tienen la misma longitud,

— +1 Entonces, si en todos los calculos anterlores se sustituye A por A,
cada integral en (10.15) se aproxima con orden W al utilizar(10.12) y el

producto de todas ellas se aproxima con orden o +1)2 = ﬁ, con lo cual
en el limite en (10.16) cuando |A| — 0 se obtiene el valor real de p(t, x| T, y),

(véase la pagina 75 de [100])).

Observacion 1. El limite en (10.16) cuando |A| — 0 se formaliza matemati-
camente de la misma forma a como se define la integral de Riemann con
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las técnicas de limites. Dados el intervalo (¢, T] y los puntos x,y € R, se
considera el conjunto

D={(A;x1,...x,) : A={ty, t1,..., tn, ty+1} division de [t, T] con
t=th<h<..<tph<tpy1=T, x1,....x, €R}. (10.17)

En D se define la relacién binaria
(D5 X100 Xp) < (A5 X7,y X3,) <= |A' <AL (10.18)

Entonces, (D, <) es un conjunto dirigido, es decir, < tiene las propieda-
des reflexiva, transitiva y para todo (A; xy,..., X,), (A’; X1, ..., X},) € D existe
(A" x"1,...,x"p) € Dtal que (A; X1, .., Xp) S (A" X" 1,0, X" ) Y (A X1, 00 X3,)
(A";x"1,...,x"p), (generalizacion de (N, <), conjunto de los nimeros natu-
rales con su ordenacién usual).

Ahora, se definelared en R, S: D — R, (generalizacion de sucesion),
por

(m —ﬁ(ti,xi))z

Ti+l

n

+00 +00
S((A; X1, ..., X1)) :f ”f exp| —
! " —00 —00 P ;) 2Y2(ti:xi)

Ti+1

1 ﬁ dx;

. y X0 =X, Xp+1 = Y Ti+1 = Li+1 — 1.
V2my2(to, X0)T1 i=1 V/2mY2 (L, X)) Tis1

(10.19)

Asi, el limite en (10.16) significa que para todo € > 0 existe (A; xy,...,Xp) €
D tal que para todo (A’;x},...,x,,,) € D con (A; x1, ..., X) < (A X7,..., X)) se
verifica que |p(t, x| T, y) = S(A'; x1, ..., x,,)| < €.

El segundo miembro de la dltima igualdad de (10.16) es la definiciéon
dada por Feynman de la integral de caminos, (véanse [33] y [35]), que for-
malmente se escribe

a(T)=y
f exp(—«(a))D(a), a € Qyy, (10.20)
a(t)=x

donde Qy,, es el conjunto de aplicaciones continuas, a, del intervalo [z, T']
enRtalesque a(t) = xy a(T) = y, D(«) indica formalmente suma en todos
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los elementos de Qy ;, ya que no es posible definir una medida en este
conjunto con la propiedad de que todos los caminos tengan el mismo peso
para darle el significado de integral, y < es la accion funcional definida
por la funcién Lagrangiana, llamada funcién Lagrangiana de la ecuacion
diferencial estocdstica (10.10),

(@(s) — B(s, a(s)))?

(Z(a(s),a(s),s) =) s a€Qyy, (10.21)
es decir,
o (@) :fth’(a(s),d(s),s)ds, @€ Qyy. (10.22)
Con la notacién introducida, la igualdad (10.16) se escribe de la forma
a(T)=y
p,x|T,y) :fam:x exp(—«/(a))D(a), a € Qy y. (10.23)

Esta férmula es la que permite utilizar la integral de caminos de Feynman
en el campo de las Finanzas a través de las diversas versiones del teore-
ma de Feynman-Kac que se establecen a continuacion, y ademads indi-
ca que p(s,x|t,y) juega un papel en Finanzas analogo al del propagador
K(t,x;s,y), (pag. 1), en la Mecénica cuantica.

Observacion 2. Es importante destacar que la funcion Lagrangiana de la
ecuacion diferencial estocéstica (10.10) no es unica. Otra funcién Lagran-
giana de esta ecuacion es

(@(s) = B(s, () L 10pGs,als)

Z(a(s),a(s),s) = 272(s, a(s)) 2 0x

=Z(a(s),a(s),s) + lw (10.24)
2 0x

Como se ha comentado en el Prefacio esto plantea una dificultad en la
aplicacion de la integral de caminos de Feynman a las finanzas, ya que no
se tiene un criterio que permita elegir la funcion Lagrangiana en cada pro-
blema concreto. En el caso de los problemas que se tratardn en el presente
libro, precio de opciones sobre activos financieros primarios en el modelo
BSM, de bonos y de opciones sobre bonos, este problema se resuelve de
la siguiente forma: Por resultados establecidos en volimenes anteriores
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de esta obra, los precios de los activos citados se determinan por técnicas
probabilisticas y por los teoremas de Feynman-Kac que se estableceran en
la Sectién 10.2, que sigue, se reducen a la resolucién de una ecuaci6n dife-
rencial en derivadas parciales, y por analogia con el formalismo de Feyn-
man de la Mecdnica cuéntica se obtiene la funcién Lagrangiana que defi-
ne la integral de caminos que permite conseguir la solucion de la anterior
ecuacion diferencial en derivadas parciales.

Ejemplo 1. Sean una base estocdéstica (Q, %, {%}scj,, P), (véase la Defini-
cion 10.1.1.),y W= {W}te7, un proceso estocdastico de Wiener en (Q2, &, P)
respecto a {Z;},cj, y a P. En este escenario se considera la ecuacion dife-
rencial estocéstica

dé=0dWy, & =0, te ]y, (10.25)

donde o es un numero real no nulo, (¢; = fot ocdWs =0 fot AW, =oW,).

La funcién Lagrangiana de la ecuacion diferencial estocdstica (10.25),
(pag. 11), es
@(s)?

Z(als),als),s) = 557" @

€Qyy. (10.26)

Por el Teorema 10.1.10., (pag. 7), el proceso estocastico {¢; = 0 Wi}sey, €s
un proceso estocdstico continuo de Markov que es un proceso de difusién
con deriva (¢, x) = 0y difusién y(t, x)? = 0. Ademads, por la Proposicién
10.1.3.(6), (pag. 3), y propiedades de la esperanza matemadtica y la varianza
de una variable aleatoria, (véase [84]), este proceso estocdstico tiene fun-
ciones de densidad de transicién dadas por

(x—y)?

1
V27 (t—s)o? P (_Z(I— s)o?

Asi, por el Teorema 10.1.11., se tiene que

p(s, x|t y) = ),x,yeIR, s,tejr, s<t.

(10.27)

(x—y)?

1
V271 (T - t)o? =P (_Z(T— no?
(10.28)

es la solucion de la ecuacion de Fokker-Planck del proceso estocéstico de

pt,x|T,y) = ),x,yeR,te]T,t<T,
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difusién determinado por la ecuacion diferencial estocéstica (10.25)

op(1,x|T,y) _ lazazp(t,xlT,y))
oT 2 ay? ’
con condicion final (p(T, x| T, y) :)ltiTnTlp(t,xIT, y)=06(x—y)=06(y—x).

(10.29)

Finalmente, por (10.27) y (10.23), (pag. 11),

pt,x|T,y) = exp(—« (a))D(a)

1 ( (x—y)z) f“mw
— exp|-————| =
Vot =00z P\ 2= 002) " Jaw=s

a(T)=y T d(S)Z
:f exp (—f 5 ds) D(a), € Qyy. (10.30)
a(h)=x t 20

10.2. Teoremas de Feynman-Kac

En esta seccion se presentan algunas de las distintas versiones del teore-
ma de Feynman-Kac. Como se verd estos teoremas establecen un enlace
entre las ecuaciones diferenciales en derivadas parciales, los procesos es-
tocdsticos y la integral de caminos de Feynman, enlace que juega un papel
muy importante en la utilizacién de la integral de caminos en el campo
de las Finanzas. En la pégina 51 de [79] ya se ha utilizado una version de
estos teoremas (Férmula de Feynman-Kac) para obtener, por otras técni-
cas, los precios de las opciones europeas call y put en el modelo BSM de
un mercado financiero.

Teorema 10.2.1. Sea una base estocdstica, (2, F,{%}tej,, P). En este esce-
nario se supone que la ecuacion diferencial estocdstica

d{l = ﬁ(tyft)dt+y(t!€t)dwl) 50 = T]! 0 < t< T< +00, (10-31)

cumple las condiciones de existencia y unicidad de solucion del Teorema
10.1.4.. Sea f : R — R una funcion medible.

Se considera un elemento t de J7 y se define la funcion

g(t,x) = E[f €], x€R, (10.32)






