Capitulo 1

Preliminares

1.1 Introduccion

Las ecuaciones en derivadas parciales constituyen una materia que aparece en varias areas de
conocimiento de diferentes disciplinas, entre las que se encuentran las Ciencias Matematicas, las

Ciencias Fisicas, las Ciencias Biologicas, la Ingenieria o la Economia.

El concepto de [derivada parciall de una funcién aparece por primera vez en los documentos

escritos por Isaac Newton en 1671 y publicados en 1736 bajo el titulo “Methodus Fluzionum et
Serierum Infinitarum” Sin embargo, en dicho documento no aparece de manera explicita ningin
tipo de ecuacién en derivadas parciales. La primera publicacién cientifica donde aparecen este
tipo de ecuaciones es en el articulo escrito por Johann Bernoulli publicado en Acta Eruditorum en
1719. De manera intuitiva, dada una funcién definida sobre un conjunto abierto de un espacio de
dimension 2 o superior, su derivada parcial nos indica la tasa de variacion de la funcién respecto de
una de las variables en los puntos del conjunto donde se define. Existen numerosos ejemplos fisicos
donde una ecuacién o sistema de ecuaciones en derivadas parciales describe el comportamiento de
una o varias magnitudes fisicas que a priori no conocemos. Conocer dichas magnitudes de forma
explicita u obtener la mayor informacién posible de ellas a partir de la ecuacién que satisfacen sus

derivadas parciales es el objetivo del analisis de la ecuacién.

Desde su aparicion hasta nuestros dias, las ecuaciones en derivadas parciales han suscitado el
interés en distintas disciplinas. Este interés, causado en parte por su utilidad, también es debido
a su uso como herramienta fundamental en la modelizaciélﬂ de una gran cantidad de procesos,

1La modelizacién matemética es el proceso de construcién de una expresién matemédtica que describe el
comportamiento de un determinado proceso. Modelos matematicos aparecen en la mayoria de disciplinas cientificas
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entre los que se encuentran la transmision del calor, la propagacién de ondas, el comportamiento

de fluidos o la evolucion de ciertas poblaciones bioldgicas.

1.2 Conceptos basicos

Antes de introducir el concepto de “ecuacion en derivadas parciales”, se recuerda a continuaciéon

la definicién de |derivada parcial] de una funcién de varias variables.

Derivada parcial

Definicién 1.1. Sea N > 2 y Q C RN un conjunto abierto, sean & € Q y
f:Qc RN — IR. Si existe el limite

N - - - -
’lllir%)ﬁ(f(xl,...mi+h,...:cN)—f(ml,...xi,...xN))

y es finito, decimos que dicho limite es la|derivada parcial de f respecto de x; en el punto

i=(%,...%n).

J

Observacién 1.2. Si la funcion f es derivable respecto de x; en un entorno de &, la definicion
anterior es equivalente a derivar f respecto de la variable x; dejando el resto de las variables como
st fueran constantes. La notacion utilizada es

1 of

%%E(f(ml,...mi—f—h,...mzv)_f(fﬁ,-uffiw--CEN)) = oz, :c::i'

Ejemplo 1.3. Se considera la funcion f(x,y) = 2% +y%. La de f respecto de la

variable x, consiste en derivar la funcion f respecto de “x” considerando la variable “y” constante,

of _
or

obteniendo
2x

En numerosas ocasiones deseamos conocer una funcién cuyas derivadas parciales satisfacen
ciertas condiciones. En el siguiente ejemplo vemos como dichas condiciones se expresan mediante
una igualdad que contienen las derivadas parciales de la funcién que denominamos ecuacién en

derivadas parciales y cuya definicién veremos con precisién mas adelante.

Ejemplo 1.4. Deseamos conocer la funcion

uw:R*> > R

o areas de conocimiento humano, como la Fisica, la Quimica, la Biologia, la Ingenieria, la Economia, la Medicina o

la Sociologia entre otros.
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cuyas curvas de nivel

{(z,y) € R?, tales que u(x,y) = constante},

son perpendiculares al campo vectorial (2,—1). Denotamos por v(t) = (71(t),y2(t)) la curva de

nivel de la funcion u, cuyo vector tangente (v1,74) es perpendicular a (2, —1):
29— = 0. (1)

Derivamos la funcion u(vy1(t),¥2(t)) respecto de t, aplicando la regla de la cadena resulta

du Ou , Ou ,

E—%’Yl"‘a_y’)@:(l

Dividimos la igualdad anterior por v, (o por ) y obtenemos, gracias a que

ou ou
e 25, =" (1.2)

La formula anterior es una ecuacion en derivadas parciales, ya que expresa una relacion entre las
derivadas parciales de una funcion u respecto de x e y.

Ecuacién en derivadas parciales (E.D.P.)

Definicién 1.5. Sea N > 2 y Q C RN un conjunto abierto. Una ecuacién en derivadas
parciales (E.D.P.) es una igualdad en la que intervienen derivadas respecto de dos o mds
variables de una funcion desconocida “u”. FEs decir, una E.D.P. es una igualdad de la

forma

ou ou 0%*u  0%u O Ok
F(””’“’a_an"“%’a_ﬁ’axlaxa""axg;...axg%v""ax';v>_0’ vel (13

donde F: Qx Rx RN ...RN" = IR es una funcion conocida.

El conjunto Q) se conoce como dominio de la ecuacion. Si aparecen varias igualdades con
varias funciones desconocidas y sus derivadas respecto de varias variables, se denomina
“Sistema de ecuaciones en derivadas parciales”

Ejemplo 1.6. Ejemplos de ecuaciones en derivadas parciales.

2
FEcuacion|del calor| en dimension 1: @ — _8 w_
ot 0x?
o? o2
Ecuacion de ondas en dimension 1: _8151; — _8171; =
Pu O*u | Pu [* ou
Beuacidn de Monge-Ampere: 5og 5.5~ ‘axgy o (w s G a_Z) =0
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o o ot _
0x2 Oy 022

En el Ejemplo [T.4] aparecen derivadas primeras de la solucién; en la ecuacién de Laplace presen-

Ecuacion|de Laplace;

tada en el Ejemplo [1.6] aparecen derivadas segundas. Los métodos de resolucién de las ecuaciones
dependen del niimero de veces que se deriva la soluciéon al sustituir en la ecuacién. Para un
mejor estudio de estos métodos se introduce el concepto de orden de la ecuacion, que denota el
orden maximo de las derivadas que aparecen en la ecuacion y en funcién al cual clasificamos las

ecuaciones.

Orden de una ecuacion

Definicién 1.7. El orden de una ecuacion diferencial es el orden de derivacion mds alto

que aparece en la ecuacion.

Ejemplo 1.8. El orden de la ecuacion

3
0%u

022

Lo
y

:u—l—x4

es 2, ya que aparecen las derivadas sequndas de la funcion incognita “u” respecto de la variable
y no aparecen derivadas de orden superior.

En el Ejemplo[I.4]se entiende la ecuacién como una igualdad puntual, es decir, la solucién es una
funcién cuyas derivadas existen en todos los puntos del dominio y la ecuacién se satisface en todos
ellos. Para que las derivadas primeras del Ejemplo existan en todos los puntos es necesario que

sean continuas.

Ejemplo 1.9. Se considera la ecuacion

ou n ou ()

— + — = sign(x

dxr 0Oy g

donde sign(z) es la funcion signo de x, que toma los valores {1,—1,0} siz >0,z <00z =0
respectivamente. La funcion valor absoluto de x, que denotamos por |x|, satisface la ecuacion en
aquellos puntos (z,y) € IR? donde x # 0, sin embargo, no es posible derivar la funcién en x = 0,

por lo que en la recta x = 0 la funcidn no satisface la ecuacion.

En el ejemplo anterior, || no satisface la ecuaciéon en 2 = 0 pero si se satisface en el resto del
dominio, por lo que decimos que |z| satisface la ecuacién en casi todo punto del dominio (salvo en

un conjunto de medida nula).

Para distinguir las soluciones que poseen la regularidad necesaria del resto de soluciones, a

aquellas cuyas derivadas que aparecen en la ecuacién son continuas las llamamos “soluciones



1.2 Conceptos bésicos 5

cldsicas”. Volveremos sobre este concepto de soluciones que no son clasicas en capitulos posteriores.

Introducimos a continuacién la defincién precisa de funciones continuas con derivadas continuas.

Funcion de clase k

Definicién 1.10. Sea N > 1y Q C IRY un conjunto abierto. Si evisten todas las derivadas
parciales de f en todo x € ) y estas son continuas, decimos que f es una funcion C*(Q).
Cuando es posible extender la derivada de la funcion de forma continua a 052, decimos que
es una funcion C*(Q).

Si existen las derivadas parciales de f hasta el orden k (k € IN U {0} U{+oc0}) y estas son
continuas, decimos que f es una funcz’én en Q o que pertenece a C*(Q). De
manera andloga, si es posible extender de manera continua sus derivadas hasta el orden k
a 09, decimos que la funcion es C*(Q).

P

. e — 2 .7 . 7’ .
Ejemplo 1.11. La funcidn e Y™ es una funcion continua en todo IR?, ademds sus derivadas

de cualquier orden son continuas, por tanto dicha funcién es una funcién de clase C°°(IR?).

Solucion cldsica

Definicién 1.12. Decimos que una funcion “u” es una solucion [cldsicd de una E.D.P., si
todas las derivadas de “u” que aparecen en la ecuacion, con sus ordenes correspondientes,
son continuas y al sustituir dicha funcion y sus derivadas en la ecuacion, esta se satisface
puntualmente, es decir, se satisface para todo x € Q.

Ejemplo 1.13. Se considera el dominio
Q={(z,y) € R* talesque0<z<m, 0<y<m}

y la ecuacion de Poisson definida en dicho dominio

*u  *u
—@—8—?;2:]?, (z,9) € Q
donde f(xz,y) = 2sen(x)sen(y). Se pide comprobar que u = sen(x)sen(y) es una solucion cldsica
del problema.

Solucién: Para comprobar que u es una solucion del problema, calculamos sus derivadas seqgundas

P
Ox2

sen(x) sen(y),

_Pu
0y?

sen(z)sen(y).
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Reemplazamos en la ecuacion,
v 0%u
0x2  Oy?

y obtenemos que u satisface la ecuacion puntualmente. Para finalizar, se comprueba que u € C%(Q).

f,

Dicha regularidad es una consecuencia de la reqularidad de la funcién seno.

El concepto de solucién [cldsica] de una ecuacién de orden k, requiere que la solucién posea ciertas
derivadas de orden k continuas. Para ello es necesario que los datos del problema y la funcién que
define la ecuacién presenten cierta regularidad. Cuando esta regularidad no se satisface, como en
el Ejemplo no existe solucién Estos aspectos de la ecuacién, que impiden la existencia
de solucién clésica, determinan el “marco funcional” donde se resuelve el problema, entendiendo

la ecuacién como una igualdad en un determinado espacio de funciones.

Definicién 1.14. Funcién Sea N >1yQ cC RN un conjunto abierto. Decimos
que una funcion f: Q — IR es[lipschilziand] si existe una contante cy tal que para todo x,y € Q

[f(@) = fF)l < cplz—yl,
donde |z — y| representa la distancia euclidea en IR™ .
Ejemplo 1.15. La funcidn valor absoluto de x € IR es una funcion [lipschitziand por satisfacer
|z = Jyll < |z —yl.
Sin embargo la funcién no es C1(IR) por no ser diferenciable en x = 0.

Observacién 1.16. Sea N € IN y Q C RN un conjunto abierto y acotado. Entonces, toda

funcion u € CY(Q) es una funcion |lipschitziana. Sin embargo, no todas ls funciones C(Q) son

lipschitzianas, como muestra la funcion
fla)= wel
r)=—, T
x ) )
ya que f € CY(I) en I = (0,1).
Ejemplo 1.17. La funcion f : IR — IR definida por
f(@) = Vlzl

no es una funcion[lipschitziand. Para comprobarlo, aplicamos el teorema del valor medio y resulta

(@) = 1) = Wil - vl = —

—=lr -yl
2v/1¢l
donde 0 < x < € <y. Procedemos por reduccion al absurdo y suponemos que existe una constante

cy < oo tal que

|f(x) — f(y) < crlz —yl.
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Dicha constante debe satisfacer
1

2]

cy >

para cierto § € (x,y). Por tanto
1

cp > ——.
2v/1yl
Tomamos limites cuando y — 0 para obtener que cy no estd acotada que contradice la hipétesis

sobre cy.

Observacion 1.18. Para ser una funcion |lipschitzianal no es suficiente con ser una funcion
continua, sin embargo toda funcion |lipschitziand es continua.

Definicién 1.19. Funcién Sea I = (—a,a) CIRy f:I— IR una funcidn. Decimos que f
es una funcion [pai] si:
f(z) = f(—=x), para todo x € I.

Ejemplo 1.20. Existen numerosos ejemplos de funciones pares, como son {cos(nx)}nemw, e_f”z,

2 4

z*, 2% entre otras.

x ) )

Definicién 1.21. Funcién Sea I = (—a,a) CIR y f:I— IR una funcidn. Decimos que
f es una funcion impar| si:
f(x) =—f(—x), para todo x € I.

Ejemplo 1.22. Ezisten numerosos ejemplos de funciones impares que se utilizan con frecuencia,

entre otras, las funciones de la forma {sen(nz)}nemn, T, ¥3, 2°.

Definicién 1.23. Soporte de una funcién. Sea f: Q C RN — IR, una funcién conocida. FEl
soporte de f es el conjunto de puntos del dominio donde f(x) #0:

soporte(f) = {x € Q, tales que f(x) # 0}.

Ejemplo 1.24. FEl soporte de la funcion f: IR — IR definida por la expresion

)1, size(0,1)
J(@) = { 0, sixz¢(0,1),

es el intervalo (0,1).

Definicién 1.25. funcién parte positiva. Sea f: Q — IR; (f)+ denota la parte positiva de la

funcion f y se define mediante la expresion

f(@), sif(x) 20,
0, sif(x)<0.
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Definiciéon 1.26. Matriz definida positiva. Decimos que una matriz A € Myxn es definida
positiva, si existe § > 0 tal que para todo & = (£1,...&x) € RN se satisface

N
Z ai&il; > 0l¢)*.

4,j=1

Si A estd definida sobre un conjunto Q C IRYN, decimos que A es definida positiva en dicho conjunto
st es definida positiva para todo x € Q0 y la constante 0 es independiente de x.

Operador diferencial lineal

Definicién 1.27. Sea N > 2, Q C RN un conjunto abierto, k,m € IN y

F:QxRxRY.. RN = R™

una funcién conocida. Decimos que L : C*(Q) — [C°(Q)]™ es un|operador||diferencial lineal

st

Liu) = F du du  Pu Pu du 0*u
v = x’u’8351"“895N’8x%’89613x2’“.8xzi...8acgfv""3m’fv

es [lineal en u:
L(au + Bv) = aL(u) + BL(v)

para cualesquiera u,v € C*(Q) y o, B € R.

Operador gradiente

Definicién 1.28. Sea N € IN tal que N > 2 y Q C RN un conjunto abierto. Se denota el
loperador||gradientd de una funcién u € C1(2) por el simbolo V y se define por la expresion:

T
Vu:= <ﬂ 8u) .

8.1‘1’.“78.7)1\[

Ejemplo 1.29. Sea f : IR? — IR definida por f(x,y) = e?* V" entonces

af 8f 2+ 2 2 2
— —-J I = (2 x4ty 2 x+y .
Vf <8x’8y> (2ze , 2ye )
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Operador divergencia
Definicién 1.30. Sea N € IN tal que N > 2 y Q C RN un conjunto abierto. Definimos el
divergencia de una funcion u = (uy,---uy) € [CH(Q)]N por la expresion:
N

. Ou;
div(u) = Z B
i=1 "

\. J

Ejemplo 1.31. Sea f : IR? — IR? definida por
f(x7yaz) = (fl(xayaz)af2(xay» Z)af3($»y)z)) = (x2 - y27y2 + 227'22 - x2)

entonces of of of
; 4 Y2 Y3 _
div(f) = o + ay + 9 2z + 2y + 2z.

Operador de Laplace o laplaciano

Definicién 1.32. Sea N € IN tal que N > 2 y Q C IRYN un conjunto abierto. Se denota

el[operador] de Laplace o de una funcion u € C?(Q) mediante el simbolo A, y se

define por la expresion:

Ejemplo 1.33. Sea f: IR* — IR definida por f(x,y) = e**+v° entonces

0% | O*f

mZ 2
= 022 8_y;2:4($2+y2+1)6 A

Af

Ejemplo 1.34. Comprobamos a continuacion que el[operador|[de Laplace es un operador [lineal
Sea Q C RN un conjunto abierto, u,v € C?() y a, B € IR entonces

N

Aau 4+ pv) = Z

n=1

0?(au + Bv)
0x2 '

Por la linealidad de la derivada, para todon =1---N se obtiene

*(au+pv) 0 [9(au+ po)
ox2 Oy ox;
— i aﬂ + ﬂﬁ
T Qx| Oz oz,
— & + /38_21}
N aax% 0x2
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sustituyendo en la definicion resulta
Aau + pv) = aAu + SAv

que prueba que A es un[operador|[lineal Al aparecer derivadas en la definicion del A, claramente

es un operador diferencial.
Ejemplo 1.35. Sea ¢ la funcion definida por la expresion
o= i
Se pide demostrar que ¢ es una solucion del problema
—Au—2(z,y)T - Vu—4u=0, en (z,y) € R?

donde (z,y)T indica el vector (x,y) expresado como vector fila:

Solucién: Calculamos las derivadas de ¢ y deducimos

~A¢ =41 — 2%+ yz)e_“”z_y2
—2(2,9)7 - Vu = 4(2? + y?)e " 7V,

—4¢ = —de~ " V",

Sumando las cuatro igualdades anteriores obtenemos que ¢ satisface la ecuacion en cada punto
(z,y) de IR%.

Como veremos en el Capitulo [2] una solucién de la ecuacién (1.2) es cualquier funcién u
de la forma u(z,y) = h(2x — y), donde h € C'(IR). Las funciones (2z — y)?, €2*7Y o cos(2z — y)
son ejemplos de soluciones clasicas de (|1.2)). Si conocemos ademds el valor de la solucién a lo largo

de la recta x = y dado por
u(t,t) = sent, (1.4)

obtenemos que de todas soluciones admisibles u(x,y) = h(2z — y), la que satisface la condicién
extra (1.4]) es h(t) = sent y deducimos que

u(x,y) = sen(2z — y).
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A dicha solucién se denomina solucién particular de la ecuacién o simplemente solucién cuando no
haya lugar a dudas.

De manera general, esta condicién extra suele ser un valor de la solucién, de su derivada o
combinaciéon de ambas, en la frontera del dominio o en un subconjunto de él. Dependiendo de la

naturaleza de la ecuacién esta condicién se denomina condicién de contorno, dato inicial, etc.

Solucion particular

Definicién 1.36. Dada una condicidn extra que debe satisfacer la solucion (dato inicial
y/o datos de contorno), una solucién es aquella que satisface tanto la ecuacion
como la condicion inicial y/o los datos de contorno. Es decir, es un caso particular de la
solucién FEl tipo de condiciones iniciales/datos de contorno estd determinado por
el tipo de ecuacion.

\.

Ejemplo 1.37. Encontrar la solucién particular u(t,z) de la ecuacion

?u  0%u
W—@:O, t>0,l’€B
que satisface la condicion inicial
u
u(0, ) = 2senx, — =0
(0,2) 5|,

sabiendo que la solucion gemeral del problema es de la forma
u(tam) = f(t _‘T) +g(t+$),

para cualesquiera funciones f,g € C%(IR).
Solucién: Del conjunto de soluciones de la forma f(t — ) + g(t + x), las funciones f y g deben
satisfacer

2sen(z) = f(—z) +g(x), f'(-2)+g'(x) =0.

Integrando en la sequnda igualdad resulta:
g(x) = f(—x)+ ¢, para cierta constante c.
Sustituimos en la primera igualdad:
2sen(z) = 2f(—z) + ¢,

y se deduce que

f(=z) = sen(z) — %
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Despejando se obtiene

y la solucion particular es

u(t,x) = sen(t + ) — sen(t — z).

Definiciéon 1.38. Solucién trivial. Dada una ecuacion diferencial

ou ou 0*u  O%u Oy Ok
Flzu —,. ..5—, 5, e — —, .2 | =0,
0x1 ox N 8:01 0x10x2 81;311 . 85331\] 6$N

decimos que una solucion “u” es la solucion trivial, si dicha funcion es idénticamente 0, es decir,

st u(z) = 0, para todo x € Q, es una solucién del problema.

Ejemplo 1.39. Se pide comprobar que las siguientes ecuaciones ecuaciones tienen solucion trivial:

ou  Ou
R 2,

92 T 9y 0, (z,y) € R

Pu ’u  Hu 3
2. —@—a—yQ—@—ya (z,y,2) € R”.

ou  |oul? —u 9
31'%"’“8—2! =1-—e ,($7y)€R.

Solucidén: Para comprobarlo es suficiente con sustituir el valor de u y de sus derivadas por 0 en
las ecuaciones anteriores y comprobar si se satisface la ecuacion. Las ecuaciones (1) y (3) tienen

solucion trivial, sin embargo u =0 no es solucion del ejemplo (2).

Problema bien planteado

Definiciéon 1.40. Decimos que el problema estd “bien planteado” si existe una iunica

solucion que depende de manera continua de los datos del problema.

El concepto de problema ‘bien planteadd” fue introducido por J. Salomon Hadamard en 1932
para el problema de Cauchy. De manera intuitiva, el concepto de dependencia continua respecto
de los datos se refiere a que “pequenas” variaciones de dichos datos crean “pequenas” variaciones

en la solucién.

Recordamos a continuacion las férmulas de integracién por partes, que permiten cambiar las
derivadas de una funcién a otra en la integral de su producto. Comenzamos con el caso en dimensién
1.





