Capitulo 1

El espacio proyectivo

1.1. Introduccion

En el afio 1872 se publicé el famoso “Erlangen Programme”, del ma-
tematico Felix Klein (véase [8, 9]). En €l se proponia concebir el estudio de
la geometria como el estudio de propiedades invariantes bajo un grupo de
transformaciones. Uno de los ejemplos mds significativos que inspiraron a
Klein para enunciar su programa fue la vision jerarquizada de las geometrias
proyectiva, afin y euclidea, que son la materia de este libro.

En este capitulo introducimos la geometria proyectiva que es, en esta je-
rarquia, la més sencilla de las tres dado que su grupo de transformaciones es
el més grande y, por tanto, hay menos propiedades que quedan invariantes por
dicho grupo. Entre dichas propiedades nos encontraremos con la incidencia,
la colinealidad y el invariante numérico denominado razén doble. Los teore-
mas proyectivos que enunciemos seran ciertos para las demds geometrias vy,
en este sentido, resultan ser los resultados mas profundos.

El espacio proyectivo puede entenderse como el espacio afin ordinario
completado con los puntos del infinito, con la salvedad de que la definicién
formal que veremos hace que no haya distincién alguna entre unos y otros.
La posibilidad de un tratamiento algebraico comodo de la nocién de infinito
es uno de los principales atractivos de esta geometria.

Otra ventaja de disponer de la geometria proyectiva es la simplicidad con
la que se pueden enunciar sus resultados. Por ejemplo, en geometria afin dos
rectas distintas del plano pueden o bien cortarse en un punto o ser paralelas,
mientras que en geometria proyectiva dos rectas distintas siempre se cortan
en un punto que, desde el punto de vista afin, puede estar o no en el infinito.

Finalmente, la generalidad de la geometria proyectiva, en la que no existe
per se una nociéon de medida, dngulo, proporcion ni paralelismo, hace que las
referencias proyectivas, que usaremos para coordenar los espacios proyecti-
vos, tengan mas grados de libertad que los que tiene las otras geometrias. Por
ejemplo, en el plano, una referencia proyectiva se puede elegir con 8 grados
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de libertad mientras que en el plano afin una referencia tiene 6 grados de li-
bertad y en el plano euclideo disponemos solamente de 3 grados de libertad.
Esto permite simplificar extraordinariamente muchos problemas proyectivos.
No obstante, de cara a la resolucién de ejercicios, se recomienda al estudiante
que considere la opcidén de utilizar coordenadas como un dltimo recurso, dado
que en numerosas ocasiones es posible argumentar utilizando razonamientos
geométricos mas elegantes.

La geometria proyectiva tiene interés en otros muchos campos de las ma-
tematicas, tanto puros como aplicados. Desde el punto de vista aplicado, men-
cionemos que la geometria proyectiva es un ingrediente fundamental en visioén
por ordenador, en donde las cdmaras se pueden modelar como ciertas proyec-
ciones. Desde el punto de vista de la matemadtica pura, destaquemos que, al
igual que las geometrias afin y euclideas se pueden ver como subgeometrias
de la geometria proyectiva, es posible construir modelos de otras geometrias
no euclideas a partir de la geometria proyectiva. Es también el espacio am-
biente natural en el que se desarrolla la geometria algebraica, una importante
rama de las matematicas.

1.2. Definicion de espacio proyectivo

Formalmente, este capitulo es muy sencillo: se trata de reformular las no-
ciones habituales del dlgebra lineal en un nuevo contexto en el que los ele-
mentos basicos no son los vectores, sino las rectas vectoriales. En la siguiente
seccion se introducird la motivacion que justifica esta aproximacion y permi-
tird establecer un vinculo entre la geometria proyectiva y la geometria afin
ordinaria que seguramente conoce el lector.

DEFINICION 1.2.1. Dado un espacio vectorial [E sobre un cuerpo K arbi-
trario (que usualmente serd R o C), se llama espacio proyectivo asociado a
E, y se denota por P(E), al conjunto formado por todos los subespacios de
dimension uno de E (rayos vectoriales). Esto es,

P(E) := {[u] :u c E\ {0} },

donde [u] := {Au: A € K} es el rayo engendrado por el vector u. A los ele-
mentos de P(EE) los llamaremos puntos.

EJEMPLO 1.2.2. Supongamos que E = {0}. En este caso E no contiene
ningidn rayo vectorial, por tanto P(E) = &.

En el caso de que dimE = 1 hay un solo rayo vectorial en [E y, por tanto,
P(E) se reduce a un solo punto.
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Supongamos ahora que dimE = 2. El espacio proyectivo P(E) esta for-
mado por todas las rectas de [E que pasan por 0. [lustramos la situacion en la

figura[l]

FIGURA 1. Espacio proyectivo P(E) si dimE = 2.

Dos puntos [u] y [v] de P(E) son iguales si y solo si existe un A € K\
{0} tal que u = Av. La proyeccién 7: E\ {0} — P(E) es la aplicacién que
asigna a cada u € [E no nulo el rayo 7(u) = [u] engendrado por él y se llamard
proyeccion canonica.

Cuando E = K"*!, escribiremos KP”, o simplemente P" si no queremos
enfatizar cudl es el cuerpo base. Este es el espacio proyectivo candnico.

OBSERVACION 1.2.3. Una definicién alternativa del espacio proyectivo
es la siguiente: sea £ espacio vectorial, y sea R la relacion de equivalencia
definidaen E\ {0} del siguiente modo: uRv si y solo si existe un A € K\ {0}
tal que u = Av. Entonces el espacio proyectivo asociado a [E se define en al-
gunos textos como el conjunto de clases de equivalencia (E\ {0})/R. Como
la aplicacion (E\ {0})/R — P(E),uR — [u] es una biyeccion natural, pode-
mos identificar ambos conjuntos, con lo que ambas definiciones de espacio
proyectivo resultan ser equivalentes.
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1.3. Motivacion de la definicion de espacio proyectivo

Es posible completar el plano usual afiadiendo un solo punto en el infinito,
denotado por oo, de forma que R? U {0} estard en biyeccion con S2, la esfera
unidad de ecuacién x* + y? +z2 = 1. La proyeccién estereogrifica ¢ : R? U
{eo} — 8? es una tal biyeccién, que asigna a cada punto del plano (x,y) el
punto de la esfera S \ {(0,0, 1)} que se obtiene intersecando la recta que une
(0,0,1) y el punto (x,,0) con S (ver figura . Su expresion analitica es:

ox) = (

y ¢ (o) = (0,0, 1). Esta completacién con un tinico punto del infinito es ttil en
diversos contextos matematicos, en especial en andlisis complejo. Sin embar-
go, tiene el inconveniente de que perdemos la informacion sobre la direccion
hacia la que nos dirigimos al alejarnos hacia el infinito, ya que las imdgenes
en la esfera de todas las direcciones convergen hacia un unico punto. Nues-

2x 2y —1+x24+y?
1+x2+y2 1422 +y2" 1+x2+)?2

) , si(x,y) € RZ;

(0.0,1)

52

/

A\

FIGURA 2. Proyeccion estereografica
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tro propdsito es asociar a cada haz de rectas paralelas un punto en el infinito
distinto que tenga la informacién de cudl es la direccion del haz. Para ello,
primero introducimos R? en R mediante la aplicacién w(x,y) = (x,y,1). De
esta forma R? es puesto en biyeccién con el plano { (x,y,z) e R*:z=1} C R3.
La eleccion del plano z = 1 es arbitraria, lo Gnico relevante es que es un plano
afin no vectorial, es decir, no pasa por el 0 € R.

Ahora consideremos un punto arbitrario p = (X,Y,1) de R? C R3. Este
punto, visto como vector de R?, engendra un rayo [p] € RP?. Tenemos por
tanto una aplicacion

R? — RP?\ L.
(X,Y,1)— [(X,Y,1)]

en donde /. es el conjunto de los rayos engendrados por vectores de la forma
(u,v,0) € R\ {0}.

FIGURA 3. Identificacion del plano con los rayos no conteni-
dos en el plano z = 0.
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Esta aplicacion tiene una inversa
RP?\ [., — R?
[(, v w)] — (u/w,v/w, 1)

que estd bien definida, puesto que w # 0. Por tanto, es una aplicacion biyec-
tiva que nos permite identificar el plano usual con el subconjunto del plano
proyectivo RP?\ I,

Sea ahora pg = (Xo,Yp,1) y sea r una recta por py con vector director
u = (uy,uy,0). Los puntos de r son de la forma p = (Xo + ruy, Yo +tuy, 1) con
t € R. El limite

tgrinoo(Xo +tuy, Yo +tuy, 1)
no es finito. Sin embargo, si consideramos los rayos que dichos puntos gene-
ran, [(Xo + fuy,Yo +tuy,1)] y notamos que podemos multiplicar el represen-

tante del rayo por 1/¢ sin modificar el rayo, vemos que

tgrinm[(XO +tue, Yo +tuy, 1) = lll;rjrtlw[(Xo/t+ux,Yo/t+uy, 1/1)]
= [(uy,uy,0)].

Tiene, por tanto, sentido llamar al rayo [(uy,uy,0)] punto del infinito de la
recta r. Como este punto solo depende del vector director, todas la rectas
paralelas a una direccién dada comparten el mismo punto del infinito. El punto
del infinito es el mismo, independientemente del sentido en el que se recorra
la recta. Esto contrasta con la recta R ampliada con dos puntos del infinito
[—o0,00], que a menudo se usa en andlisis.

EJEMPLO 1.3.1. Consideremos las dos rectas paralelas de R? de ecuacio-
nes X —Y —1=0y2X —2Y + 1 = 0. Si consideramos la inmersién R? C R?
que hace corresponder a cada punto (X,Y) el punto (X,Y,1). Entonces los
rayos engendrados por puntos de las rectas estdn contenidos en los planos
vectoriales de ecuaciones x —y —z =0y 2x — 2y 4z = 0. La interseccion de
los dos planos es el rayo vectorial [(1,1,0)] € P(R?), que interpretamos como
punto del infinito en el que se cortan ambas rectas y que estd engendrado por
el vector director comun a ambas.

1.4. Dimension, subespacios proyectivos, suma e interseccion.

DEFINICION 1.4.1. Dado el espacio vectorial E, se llama dimensién del
espacio proyectivo P(E), y se denotard por dimP(EE) al nimero

dimP(E) := dimE — I,
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x|

ar+by+c =0

FIGURA 4. El punto del infinito (en rojo) comun a un par de
rectas paralelas

donde dim[E es la dimensién de [E como espacio vectorial sobre K.

Esta definicion de dimension es razonable a la vista de la identificacion
que hicimos previamente del plano affn usual con RP?\ L.. Esta identificacién
se puede extender, como veremos, a cualquier dimension y cuerpo. La defini-
cién también puede entenderse observando que, al considerar como puntos a
los rayos vectoriales, estamos perdiendo una de las dimensiones de E.

DEFINICION 1.4.2. Si E es espacio vectorial y X C [E es un subespacio
vectorial, entonces P(X) C P(E) es también un espacio proyectivo, y diremos
que P(X) es subespacio proyectivo de P(E).

Introduzcamos alguna terminologia adicional. De forma andloga a como
se define en el caso de espacios vectoriales, la codimension de P(X) se define
como

codimP(X) = dimP(E) — dimP(X).
Si P(X) tiene codimension uno, diremos que es un hiperplano proyectivo.
En el caso de que sea dimP(X) = 1, diremos que es una recta proyectiva.
Los puntos proyectivos son los subespacios de dimension cero. Observemos
finalmente que, segun la definicién de dimensién proyectiva, si dimE = 0 es
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P(E) = @ y tenemos que dim@ = —1. Esto puede parecer extrafio, pero es
necesario para poder tener una férmula de Grassmann, que indicard cudl es
la dimension del subespacio proyectivo generado por dos subespacios, valida
para subespacios proyectivos. Esto se verd mds adelante.

EJEMPLO 1.4.3. Sea E = R? y sea X C R? el subespacio vectorial de
ecuacién x —y+z = 0. Los rayos de R? contenidos en X forman un subespacio
proyectivo P(X) C P(R?) de dimensién dimP(X) = 1 puesto que dimX = 2,
por tanto se trata de una recta proyectiva y, al mismo tiempo, un hiperplano
proyectivo ya que dimP(E) = 2.

Dado un subconjunto S C P(E), denotaremos
S={uck:x(u)estu{o}=r"1(s)u{o}

Obsérvese que 7 (S\ {0}) = Sy que un subconjunto S C P(E) es subes-
pacio proyectivo de P(E) si y s6lo si S es subespacio vectorial de E.

En adelante, si X es subespacio proyectivo, denotaremos por X = X al
subespacio vectorial del que procede. Observemos que (X \ {0}) =X, y que
X = 7~ 1(X) U {0}. Finalmente, notemos que X C Y < X C V.

La correspondencia X — X entre subespacios proyectivos de P(E) y los
subespacios vectoriales de [E tiene una aplicacion inversa dada por X — P(X).
Por tanto tenemos una biyeccion entre subespacios vectoriales de [E y subes-
pacios proyectivos de P(IE).

Veamos ahora como se comportan los subespacios proyectivos respecto a
las operaciones de interseccion y union.

PROPOSICION 1.4.4. Si X; C P(E), i € I, son subespacios proyectivos
entonces (;c; Xi es subespacio proyectivo, y

ﬂX,-zP(ﬂX,-).

icl icl
Equivalentemente, el espacio vectorial asociado a la interseccion (;c; X es

ﬂiel Xi.

DEMOSTRACION. Recordemos que la interseccion arbitraria de espacios
vectoriales es un espacio vectorial. Se tiene entonces que

NXi=n"" (ﬂxi) u{0} == X)u{o} =X,
i€l il il il
lo que demuestra el resultado. [
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DEFINICION 1.4.5. El subespacio proyectivo engendrado por un subcon-
junto A C P(E) es el menor subespacio proyectivo V(A) que contiene a A.
En particular, si A = {Py,...,P,} es finito, escribimos V(A) = V(Py,...,B,).
También en ocasiones denotaremos simplemente por PQ la recta que pasa por
los puntos Py Q de P(E), i.e., PQ = V(P,Q).

EJEMPLO 1.4.6. Sean P, = [(1,—1,0,1)], P, = [(0,1,1,2)] dos puntos
de P(R*). El subespacio proyectivo V(Py,P,) estard formado por todos los
rayos [(x,y,z,t)] tales que los vectores (x,y,z,¢) son no nulos y linealmente
dependientes de (1,—1,0,1) y (0,1,1,2), es decir, tendran coordenadas de la
forma

x=A
y=—A+u
Z=H
t=A+2u

siendo A, u € R. El subespacio vectorial subyacente es pues un plano vectorial
y por tanto V(Pj,P;) es una recta proyectiva. También podemos encontrar
cudles son dichos vectores obligando a que

1 -1 01
rg0112:rg1_101:2.
0O 1 12
x y zt

Hagamos operaciones elementales sobre las filas de la matriz para obtener
una matriz escalonada:

I =1 0 1 1 -1 0 1
o 1 12]~(0 1 1 2
X y z t 0 y+x z t—x
1 -1 0 1
~10 1 1 2
0 0 z—(y+x) r—x—2(y+x)

La dltima fila de la matriz escalonada debera ser nula para que el rango sea
2, de forma que vemos coordenadas de los vectores que engendran rayos de
V(Pi,P,) son aquellas no nulas y que satisfacen las ecuaciones ecuaciones
z—y—x=—3x—2y+1t = 0. De esta forma vemos la recta proyectiva como
interseccion de dos planos proyectivos de (IR?).



14 1. EL ESPACIO PROYECTIVO

PROPOSICION 1.4.7. Sean A C P(E) un subconjunto cualquiera. Enton-
ces
VA= (X,
XDA
en donde entendemos que los X en esta interseccion recorren los subespacios

proyectivos de P(E) que contienen a A. Ademds, YT(A\) =L(A).

DEMOSTRACION. Por definicién de V(A), si X D A es subespacio pro-
yectivo entonces X O V(A), por lo tanto (x-4 X D V(A). Por otro lado, por
la definicién misma de V(A), resulta que V(A) es un subespacio proyecti-
VO que contiene a A y por tanto uno de los elementos de la interseccién. En
consecuencia tenemos el otro contenido (x-4 X C V(A).

Antes de probar la segunda afirmacion, observemos primero que si X, Y
son subespacios proyectivos entonces X C Y si y solo si X C Y. Tenemos
ahora que

VA = N X=X= ) X=L(A)
XDA XDA XoA
donde la segunda igualdad es consecuencia de la proposicion[I.4.4]y la dltima
por la definicién de L(A) u

EJEMPLO 1.4.8. Retomando el ejemplo previo a la proposicion,
escribamos la recta V(P;, P,) como la interseccion de todos los espacios pro-
yectivos que contienen a los puntos P y P». Puesto que el conjunto vacio no
contiene ningun punto, no hay espacios proyectivos de dimension —1 que los
contengan. Tampoco los hay de dimension 0, porque un tal espacio se reduce
a un punto y, en este caso, tenemos dos puntos.

Un espacio proyectivo de dimension 1 tendrd un espacio vectorial sub-
yacente de dimension 2 que debera contener a los vectores (1,—1,0,1)T y
(0,1,1,2)T y por tanto coincidira con el plano vectorial engendrado por di-
chos vectores. En consecuencia el tnico espacio proyectivo de dimension 1
que les contiene es el propio V(Pj, Ps).

Hemos visto que hay dos espacios proyectivos de dimensién 2 que con-
tienen a P; y P>, cuyos espacios vectoriales subyacentes tienen ecuaciones
7z—y—x=0y —3x—2y+1t =0y son de dimensién 3. Cualquier otro espacio
vectorial de dimension 3 de la forma

a(z—y—x)+b(—3x—2y+1t)=0

para ciertos a,b € R no simultineamente nulos también contendrd a los rayos
vectoriales P; y P». Finalmente, si un espacio vectorial es de dimensién 3,
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es de la forma ox + By + yz+ 0t = 0, con coeficientes no simultdneamente
nulos, y si contiene a los rayos P; y P> debe ser combinacién no trivial de
z—y—x=0y —3x—2y+1t =0, yaque, sino lo fuese, el rango de la matriz

-1 -1 1 0
-3 -2 0 1
a B y o

seria 3 y las soluciones del sistema formado por las tres ecuaciones serian
un espacio vectorial de dimension 4 — 3 = 1, que no podria contener el plano
vectorial engendrado por P; y P>. Por tanto, todos los espacios proyectivos
de dimensién 2 que contienen a P; y P> son los que tienen espacios vectoria-
les subyacentes de la forma a(z —y —x) + b(—3x — 2y +¢) = 0. Finalmente,
el tnico espacio proyectivo de dimensién 3 es el propio P(R*) y tenemos
asi enumerados todos los espacios proyectivos que contienen a Py y P>, cuya
interseccion es V(P;, P»).

Obviamente, la unién de subespacios proyectivos no es en general subes-
pacio proyectivo, pero si lo es el minimo subespacio que la contiene

DEFINICION 1.4.9. La suma de dos subespacios proyectivos X, Y de P(E)
es, por definicidn, el subespacio proyectivo V(X UY), es decir, es el subes-
pacio proyectivo més pequeio que contiene a X y a Y. Denotaremos a este
espacio, indistintamente, como X +Y o como V(X,Y).

Notese que la notacion X 4 Y no debe inducir a pensar que los elementos
de dicho espacio sean de la forma P+ Q con P € Xy Q € Y. Es importante
darse cuenta de que la suma de puntos proyectivos no estd bien definida, es
decir, no es posible asignar un punto bien definido como significado de P+ Q.
Esto es asi porque P es un rayo de puntos, al igual que Q, y no hay vectores
representantes privilegiados de Py Q que podamos escoger para sumarlos en
el espacio vectorial subyacente y asi poder engendrar el rayo P + Q (véase
figura[5)). Si tiene sentido interpretar P4 Q como la recta proyectiva que pa-
sa por ambos puntos. De forma general, lo que si es cierto es que el espacio
vectorial subyacente a una suma de espacios proyectivos es la suma de los es-
pacios vectoriales subyacentes (para los que si se cumple que sus vectores son
las posibles sumas de vectores de cada término), como muestra la siguiente
proposicion.

PROPOSICION 1.4.10. Si X, Y son subespacios proyectivos de P(E) en-

tonces
X+Y=P(X+Y)
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FIGURA 5. Laeleccion de distintos vectores representantes da
lugar a rayos distintos. Por tanto, la suma proyectiva de puntos
no esta bien definida

DEMOSTRACION. Usando la definicién [1.4.10} la proposicién y la
definicién de suma de subespacios vectoriales, tenemos:

X+Y =V(XUY) =P(L(XUY))
=P (L(XUY)) =P(L(XUY))
=P (X+Y)
|

El siguiente teorema es consecuencia inmediata de la proposicién |1.4.10
y de la férmula de Grassmann para espacios vectoriales, que afirma que si X
e Y son subespacios vectoriales de [E, entonces

dim(X+Y) =dimX+dimY —dim(XNY).

TEOREMA 1.4.11 (de incidencia). Si X e Y son subespacios proyectivos
de P(EE), entonces

dim(X+Y) =dimX+dimY —dim(XNY).
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DEMOSTRACION.
dim(X+Y) =
=dim(X+Y)—1=
=dim (X) — 1 +dim(Y) —1— (dim(XNY) —1)
= dimX +dimY —dim (XNY)
|

Como aplicaciéon inmediata del teorema de incidencia, notemos que la
interseccion de una recta y un hiperplano es siempre no vacia. En efecto, si
dimE = n+ 1, entonces la dimensién de la recta es 1 y la dimension del hiper-
plano es n— 1 (pues dimP(E) = n). Si suponemos que la recta y el hiperplano
no se cortan, entonces la dimension de la variedad proyectiva engendrada por
ambos tendria dimension 1+ (n—1) — (—1) =n+1, lo que es imposible. Ve-
mos pues que en el espacio proyectivo no existe una nocion de paralelismo.





