Capitulo 1

Preliminares

1.1 Introduccion

Las ecuaciones en derivadas parciales es una materia que aparece en varias areas de conocimiento
de diferentes disciplinas, entre las que se encuentras las Ciencias Matematicas, las Ciencias Fisicas,
las Ciencias Bioldgicas, la Ingenieria o la Economia.

El concepto de de una funcién aparece por primera vez en los documentos que Isaac
Newton escribe en 1671 y son publicados en 1736 bajo el titulo “Methodus Fluxionum et Serierum

Infinitarum”. Sin embargo, en dicho documento no aparece de manera explicita ningtin tipo de
ecuacién en derivadas parciales. La primera publicacién cientifica donde aparecen ecuaciones en
derivadas parciales es en el articulo escrito por Johann Bernoulli y publicado en Acta Eruditorum
en 1719. De manera intuitiva, dada una funcién definida sobre un conjunto abierto de un espacio
de dimension 2 o superior, su derivada parcial nos indica la tasa de variacién de la funcién respecto
de una de las variables en cada uno de los puntos del conjunto sobre el que se define. Existen
numerosos ejemplos fisicos donde una ecuacién o un sistema de ecuaciones en derivadas parciales
describe el comportamiento de una o varias magnitudes fisicas que a priori no conocemos. Conocer
dichas magnitudes de forma explicita u obtener la mayor informacién posible de ellas a partir de
la ecuacién que satisfacen sus derivadas parciales es el objetivo del analisis de dicha ecuacién.

Desde su aparicién hasta nuestros dias, las ecuaciones en derivadas parciales han suscitado el interés
en distintas disciplinas. Este interés, causado en parte por su utilidad, también es debido a su uso
como herramienta fundamental en la modelizaci()nﬂ de una gran cantidad de procesos, entre los

11La modelizacién matemética es el proceso de construcién de una expresién matematica que describe el com-
portamiento de un determinado proceso. Dicho proceso puede pertenecer a cualquier disciplina cientifica o drea de
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que se encuentran la transmisién del calor, la propagacién de ondas, el comportamiento de fluidos
o la evolucién de ciertas poblaciones biologicas.

1.2 Conceptos basicos

Antes de introducir el concepto de “ecuacién en derivadas parciales”, se recuerda en la siguiente

definicién la nocién de|derivada parciall de una funcion de varias variables.

Derivada parcial

Definicién 1.1. Sea N > 2 y Q C RN un conjunto abierto, sean & € Q y
f:Qc RN — IR. Si existe el limite

Ny - - -
lim —(f(Z1,... &+ h,...Zn) — f(&1,.. . T4y .. TN))
h—0

y es finito, decimos que dicho limite es la|derivada parcial de f respecto de x; en el punto

i=(Z,...%n).

J

Observacién 1.2. Si la funcion f es derivable respecto de x; en un entorno de &, la definicion
anterior es equivalente a derivar [ respecto de la variable x; dejando el resto de las variables como
st fueran constantes. La notacion utilizada es

1 of

}lll_rﬂ]ﬁ(f(a?l,i‘l—f—h,j?]v)—f(i‘l,f“.f‘jv))

8xi T=T

Funcion de clase k

Definicién 1.3. Sea N > 2 y Q C RN un conjunto abierto. Si existen todas las derivadas

parciales de f en todo punto x € Q) y estas son continuas, decimos que f es una funcion

CH(Q). Denotamos su respecto de la variable x; por

of
81),’ '

Si existen las derivadas parciales de f hasta el orden k y estas son continuas, decimos que

f es una funcion en Q o que pertenece a C* ().

\. J

Ejemplo 1.4. Se considera la funcion f(x,y) = 2% +y%. La de f respecto de la

variable x, consiste en derivar la funcion f respecto de “x” considerando la variable “y” como una

conocimiento humano, como la Fisica, la Quimica, la Biologia, la Ingenieria, la Economia, la Medicina o la Sociologia
entre otros.
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constante, es decir
af
or
Definicién 1.5. Funcién Sea N > 2 y Q C RN un conjunto abierto. Decimos
que una funcion f: Q — IR es lipschitziana, si existe una contante cy tal que para todo x,y €

|f(x) = f(y)| < erlz -y

donde |x — y| representa la distancia euclidea en IR™ .

2.

. e — 2_ 2 .
Ejemplo 1.6. La funcién f(xz,y) = e * ~Y puede derivarse tantas veces como se desee en cua-
lesquiera puntos (x,y) € IR?. Ademds, todas sus derivadas son siempre continuas, por ese motivo,

dicha funcién es una funcion C*°(IR?).
Definicién 1.7. Funcién Sea f: IR — IR, decimos que f es una funcién par, si
f(z) = f(-=)

para todo x € IR.
2

. , ) . _a?
Ejemplo 1.8. Ezisten numerosos ejemplos de funciones pares, como son {cos(nx)tnemn, €%, 2%,

x4, x8 entre otras.

Definicién 1.9. Funcién [impar| Sea f : IR — IR, decimos que f es una funcion impar, si

f(@) = =f(-=),
para todo x € IR.

Ejemplo 1.10. Ezisten numerosos ejemplos de funciones impares que se utilizan con frecuencia,

entre otras, las funciones de la forma {sen(nz)}nemn, =, v°, 2°.

FEcuacion en derivadas parciales

Definicién 1.11. Sea N > 2 y Q C IRY un conjunto abierto. Una ecuacion en derivadas
parciales (E.D.P.) es una igualdad en la que intervienen derivadas respecto de dos o mds

variables de una funcién desconocida “u”. FEs decir, una E.D.P. es una igualdad de la

forma

P u ou *u  0%u u oFu 0 ca (1)
B 81171’ 83;N’8xf’8:c18x2’ 8{5‘171 ,,,8;1;%’\7, 890’7\, ’
1 j
donde F : Qx Rx RN ... IRN" — IR es una funcién conocida. Si aparecen varias igualdades
con varias funciones desconocidas y sus derivadas respecto de varias variables, se denomina

“Sistema de ecuaciones en derivadas parciales”.
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En la Definicién [1.11] no se precisa la regularidad de la funcién F. Con caracter general y si no se
especifica lo contrario, supondremos que F es una funcién C*(Q x R x RN ... RN").

Orden de una ecuacion

Definicién 1.12. FEl orden de una ecuacion diferencial es el grado de derivacion mds alto

que aparece en la ecuacion.

Ejemplo 1.13. FEl orden de la ecuacion

3

0?u ‘&u 4
=u+x

S22 oy

es 2, ya que aparecen las derivadas sequndas de la funcion incdgnita “u” respecto de la variable
y no aparecen derivadas de orden superior..

Solucion clasica

Definiciéon 1.14. Decimos que una funcion “u” es una solucion |clasicdl de una ecuacion

diferencial, si todas las derivadas de “u” que aparecen en la ecuacion, con sus ordenes

correspondientes, son continuas y al sustituir dicha funcion y sus derivadas en se

satisface la ecuacion puntualmente, es decir, se satisface para todo x € €.

Ejemplo 1.15. Ejemplo de solucién de una ecuacién diferencial. Sea N € IN, y ¢
la funcion definida en la expresion

Veamos que ¢ es una solucion cldsica del problema
—Au—2zT - Vu—2Nu=0, enR",

donde xT indica el vector x expresado como vector fila y x - Vu el producto escalar de T por Vu.
Calculamos las derivadas de ¢ y deducimos

“Ap=—da?e 4 2Ne | —2T V¢ =422

Sustituyendo en la ecuacion obtenemos que ¢ satisface la ecuacién en cada punto x de RN .
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Solucion particular

Definicién 1.16. Dada una condicidn extra que debe satisfacer la solucion (dato inicial
y/o datos de contorno), una solucio’n es aquella que satisface tanto la ecuacion
como la condicion inicial y/o los datos de contorno. Es decir, es un caso particular de la
solucz’én El tipo de condiciones iniciales/datos de contorno estd determinado por

el tipo de ecuacion.

\

Definicién 1.17. Solucién trivial. Dada una ecuacion diferencial

2 2 j k
F<$7u78u ou 0°u 0O°u u 8u>20’

Oy Qxy 92} OxyOxy” T Qgdt L 0N Ol
1 i

decimos que una solucion “u” es la solucion trivial, si dicha funcion es idénticamente 0, es decir,
st u(x) =0, para todo x € Q.

”

Definicién 1.18. Problema |bien planteadol Decimos que el problema estd “bien planteado

si existe una Unica solucion que depende de manera continua de los datos del problema (ver Evans

[10], Salsa [26]).
El concepto de problema “bien planteado]’ fue introducido por J. Salomon Hadamard en 1932 para

el problema de Cauchy. De manera intuitiva, el concepto de dependencia continua respecto de los
datos se refiere a que, “pequenas” variaciones de dichos datos crean “pequenas” variaciones en la

solucién.

Ejemplo 1.19. Ejemplos de E.D.P.s:

0 02
Ecuacién|del calon] en dimension 1: 2> — 2% —
ot 0x?
Pu  0?
Ecuacion de ondas en dimension 1: 8_751; — 8_321; -
9%u 62 52 2
Beuacidn de Monge-Ampere: 83:1; ayZ B ‘(%sauy + F(z,u, Vu) = 0.

ou o _
ox2  oy? 022

El concepto de solucién [clasical de una ecuacién de orden k, requiere que la solucién sea una funcién

Ecuacion |de Laplace;

de clase C*| Para ello es necesario que los datos del problema y la funcién F, que define la ecuacion
en derivadas parciales, presenten cierta regularidad. Cuando esta regularidad no se satisface, no
existe solucién clésica y es necesario introducir una nueva nocién de solucién. Volveremos sobre

este concepto de solucién, que llamamos solucién en los préximos capitulos. Estos aspectos
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de la ecuacién, determinan el “marco funcional” donde se resuelve el problema, entendiendo la

ecuaciéon como una igualdad en un determinado espacio de funciones.

Otro punto importante que determina la existencia o no existencia de solucién es la reg-
ularidad de la frontera del dominio. Se detallan a continuacién los aspectos relativos a dicha
regularidad.

Dominio de clase C*

Definiciéon 1.20. Sea N un ndmero natural mayor o igual a 2. Decimos que un conjunto
abierto Q C IRN es un dominio de clase C*, si para todo punto x € O existe una bola de

centro x y radio € > 0, que denotamos por B.(x) C RN y una funcién
$:A:=(-1,1)N = B.(x)

tal que
$(0) = x;
. ¢ es biyectiva;
SRS Ck([_L 1]N);
¢~' € C*(Be(2));
. ¢(Ay) = QN B(z), donde Ay = {x € (-1,1)N, zx >0};
6. ¢(Ag) = 00N Be(x), donde Ag == {z € (-1,1)", xy =0}.
Si ¢ es una funcion[lipschitziand decimos que Q es un dominio [lipschitziand

S O S

J

Recordamos a continuacién una de las férmulas de integraciéon que se utilizan con frecuencia en el
texto.

Formula de integracion de Green en dimension N

Sea Q C IRY un conjunto abierto y con frontera C'. Sean
g:QcRY —>R, f:QcRY — RV,

funciones continuas con derivadas continuas. Sea 71 el vector normal exterior unitario a 052,
entonces

. = _ _'T‘—» _ T —
/Qg div(f )dx—/mgf fido /Q[Vg] fdz.

El caso en el que la funciéon g es constante, la formula anterior recibe el nombre de féormula de
Gauss o teorema de la divergencia cuando Q C IR3.
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1.3 Clasificacion de ecuaciones en derivadas parciales

Se presenta en esta seccion la clasificacion [de ecuaciones en derivadas parciales| para ello, consid-

eramos un namero natural N > 2, un conjunto abierto 2 C RN y una funcién
F:QxRxRY..R"' 5 R

conocida, que define la ecuacién diferencial

2 2 v k
F(, ’@ ou 0*u  0%u . u 6u>:07 ceq.

83317 axN’axf’ﬁxlaxg’ 83751 ,,_ang, 8%%
1 J

El método de resolucién de la ecuacién, depende de la naturaleza de F. Para ello, clasificamos la
ecuacién considerando su orden, su linealidad y el tipo de nolinealidad:

- Por su orden.
Decimos que una “ecuacion en derivadas parciales” es de orden k, si el grado de derivacién
parcial méas alto que aparece en la expresiéon es k.

- Por su linealidad.

- Ecuaciones lineales: aquellas en las que la ecuacion puede expresarse de la forma
Z ao(x)D% = f(x) (1.2)
lo| <k
donde a,, y f son funciones conocidas.

- Ecuaciones no lineales: aquellas que no pueden expresarse de la forma (1.2]).

Las ecuaciones no lineales, se clasifican a su vez en los siguientes tipos:

- Ecuaciones [semilineales] Son aquellas ecuaciones no lineales que pueden expresarse
de la forma:

Z o () D + F(z,u, Du...DI*=y) = 0.
|a|=k

Es decir, el coeficiente del término de mayor orden solo depende de x.

- Ecuaciones[cuasilineales] Son aquellas ecuaciones no lineales que pueden expresarse
de la forma:

Z ao(z,u,Du... DI W) D + F(z,u,Du...D*I"1y) =0,
la|=k

donde a,, son funciones conocidas.
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- Ecuaciones [completamente no lineales| Si F' es no lineal en la derivada de méximo

orden.

— En cualquiera de los casos anteriores (lineal y no lineal), hablamos de ecuaciones homo-

geneas cuando el término independiente es cero.

Ejemplo 1.21. La ecuacion

uz+uy:u+x2—|—y2

es una ecuacion de primer orden por ser las derivadas de primer orden las de mdrimo orden que

aparecen en la ecuacion. La ecuacion es ademds lineal.

1.4 Ejercicios

1. En las siguientes ecuaciones “u” representa la funcién incégnita y “f” una funcién conocida.

Se pide clasificar las siguientes ecuaciones diferenciales en funcién de su grado y linealidad.
(a) ug +uy = f.

(b) uguy, = f.

(€) —Ugy — Uyy = f.

(d) w — ugy = f.

(€) Ugys + Uy = u.

() wg + Uy — Ugsy = u?.
(g) zuy — yu, = u.
Solucién:

(a) ug +uy = f. Ecuacién lineal de primer orden.

(b) uguy, = f. Ecuacién no lineal de primer orden (completamente no lineal).

(€) —Ugy — Uyy = f. Ecuacién lineal de segundo orden.

(d) u¢ — ugye = f. Ecuacién lineal de segundo orden.

(e) Ugyz + Uy = u. Ecuacién no lineal de tercer orden .

(f) wg + uy — ugsy = u?. Ecuacién no lineal de tercer orden (semilineal).

(g) zuy — yu, = u. Ecuacién lineal de primer orden.
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2.Sea Ne Ny az=(x,-wyn) € RN, 20 = (201, zon) € IRY un dato conocido y sea u la
funcién definida por
u(z) = In((z — x0)* + 1).

Comprobar que la funciéon u es una soluciéon de la ecuacion diferencial
(x —20)T - Vu=2—2e""

Solucién: Calculamos Vu y resulta

Vu— 2(z — xg) 7
(x —xp)? +1
entonces
2(z — x0)? 2 _ —a)? _
T _ _ _ In((z—=x +1) u
(z — z0) 'VU—(x_xO)Q_’_l—2—<x—x0)2+1—2—26 (@=z0)™+1) — 9 _ 9,

3. Sean u,v € C*(IR) para k € IN, denotamos por D la derivada respecto de la variable en la
que estan definidas las funciones u y v. Se pide demostrar que

DF(uv) = zk: (i) (DPu)D*Py,

p=0

Solucién: Procedemos a comprobar la férmula por inducciéon. Veamos en primer lugar que

la formula es cierta para k =1 :
D(uv) = uDv 4+ vDu.

Suponemos cierta la formula para el caso k — 1 y resulta

DE(uv) = D[D*(uv)]
< o [S (o
< B Yo £ (o

= uD*v + (D*u)v + kf ((k ; 1) + (;j; i)) (DPu)D* Py,

p=1
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Por la propiedad de los nimeros combinatorios

()6 -G)

se obtiene

4. Aplicar la definicién de funcién e impar para demostrar Is siguientes propiedades

El producto de dos funciones impares es una funcién
El producto de dos funciones pares es una funcién par.
El producto de una funcién par por una funcién es una funcién

Sea f una funcién par y continua en RR. Entonces, F(z) = [, f(s)ds es una funcién

impar.

Sea f una funcién impar y continua en IR. Entonces, F(z) = fox f(s)ds es una funcién

par.

Sea f una funcién par, continua y con derivada continua en IR. Entonces, f’ es una

funcién impar.

Sea f una funcién impar, continua y con derivada continua en IR. Entonces, f’ es una

funcion

Solucién:

El producto de dos funciones impares es una funcién par.

Sean f y g dos funciones impares, entonces

que implica que fg es una funcién par.

El producto de dos funciones pares es una funcién par.

Sean f y g dos funciones pares, entonces

que implica que fg es una funcién par.



1.4 Ejercicios 11

« El producto de una funcién par por una funcién impar es una funcién

Sean f una funcién par y g una funcién par, entonces

que implica que fg es una funcién impar.

e Sea f una funcién par y continua en IR. Entonces F(x fo s)ds es una funcién
impar.
Introducimos el cambio de variable s = —t, para obtener

/I Fs)ds = — [ f(otyat
0 0

por ser f una funcién par resulta que f(—t) = f(¢) y por tanto

/ s =— [ pod
0 0

Deducimos que F(z) = —F(—x)

e Sea f una funcién impar y continua en IR. Entonces F'(x fo s)ds es una funcién
par.
Introducimos el cambio de variable s = —t, para obtener

/gﬁ foyas=— [ f—tat
0 0

por ser f una funcién impar resulta que f(—t) = —f(t) y por tanto

/f Jds = 0_$f()

Deducimos que F(x) = F(—x), es decir, F' es una funcién par.

e Sea f una funcién continua y con derivada continua en IR. Entonces, f’ es una
funcién [impar

Aplicamos la definicién de derivada en x # 0, para obtener

Fllz) = lime,o ferd=fe)
_ g ST 0~ )
e—0 €
= —lim fzz —¢) ~ f(=x)
e—0 —€
= —f'(-=),

que prueba que f’ es impar.
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e Sea f una funcién impar, continua y con derivada continua en IR. Entonces, f’ es una

funcion

Aplicamos la definiciéon de derivada en x # 0, para obtener

fllz) = lime,leto=I@
Ak (o)
e—0 €
- 11_1}(1) f(=z— i)e— f(=x)
= f,(ix)a

que prueba que f es par.

5. Sea f : (—L,L) — IR demostrar que f puede expresarse como suma de dos funciones, una
par y una impar.

Solucién:
1

fl@) =5 (f(2) + f(=2)) + 5 (f(2) = f(=2)).

La funcién 3 (f(x) + f(—2)) es una funcién par, ya que

N | =

1 1

5 (@) + (=) = 5 (=) + [(@)).
De igual modo se comprueba que

1 1

5 (f@) = f(=2) = =5 (f(=2) ~ S @)

1
2

que demuestra que 3 (f(x) — f(—x)) es una funcién impar.
6. Estudiar cuales de los siguientes conjuntos abiertos son C:

o Oy :={(z,y) € R? |z|+y| <1}.

o Vo= {(z,y,2) € R3, 2?+y*+22<1}.

o Qy:={(z,y) e R x>0, y>1/z}.

Solucién:

o Oy :={(z,y) € R?, |z|+|y| <1}. NoesCL

o Qo :={(z,y,2) e R®, z*+y*+2%><1}. SiesCL

o Q3 :={(z,y) € R?> x>0, y>1/x}. SiesCL

7. Estudiar si Q = {(z,y) € IR%, tales que y > |z|2} es un dominio [lipschitziano
Solucién: No es un dominio [lipschitziano| por no serlo en el punto (0,0).
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8. Aplicar el cambio de variable £ = rcos, y = rsenf a la ecuacién
Ugy + Uyy = 0, (7,y) € R%
Solucién:

Pu Pu_,
ox2 oy








