CAPITULO I

Espacios Afines

En este primer capitulo definiremos los objetos con los que trabaja la geometria
afin, los espacios afines. Entenderemos cémo referirnos a cada elemento de estos
espacios, los puntos, respecto a diferentes sistemas de referencia, y estudiaremos sus
subespacios y las ecuaciones que los definen.

1. El espacio afin

La motivacién para definir el espacio afin es poder ver los elementos de un espacio
vectorial V' como puntos, y entender los vectores de V' como vectores que unen estos
puntos, sin que estén necesariamente anclados en el origen de coordenadas.

Sea V := R? visto como espacio vectorial, cuyos elementos son vectores @, que
llamaremos vectores libres. Por otra parte, sea A := R? visto como conjunto cuyos
elementos son puntos de coordenadas cartesianas (x,y). Para cada par de puntos
P = (z1,11),Q = (z2,92) € A, definimos el vector fijo que los une como el que vector

cuyas componentes son las diferencias de las coordenadas de los puntos, es decir,

@ = (v2 — 21,92 — Y1)
Un vector libre es, por tanto, una clase de equivalencia de vectores fijos con las
mismas componentes:
T = [PQ)].

Dado un punto P = (z,y) € A y un vector v = (a,b) € V, sea Q € A el
tinico punto de R? donde termina el trasladado del vector ¥ con origen en P. Esta
operacion define la aplicacién

9: AxV —
(P,7T) — P, T):= P+7T =0Q

con las siguientes propiedades:
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(i) Para cualesquiera P, € A existe ¥ € V tal que P+ ¥ = Q.

— —

(i) Para cada P e Ay cada @, ¥ € V se tiene que (P+ W)+ 7T = P+ (U + 7).

Ficura I.1. Vector fijo y su vector libre asociado.

Este ejemplo en el plano motiva la definicién general de espacio afin, como un
espacio A modelado en un espacio vectorial V', donde los vectores de V' unen puntos
de A.

DEFINICION 1.1

Sean A un conjunto y V' un espacio vectorial sobre un cuerpo K. Un espacio
afin es una terna (A, V,a), donde

a: AxA — \%4
(P.Q) — o(P.Q):= [PJ]=7
cumple las siguientes propiedades:
(i) Para cada P € A, la funcién
ap: A — V
Q — ap(@:= a(P.Q) = [PJ]
es biyectiva.
(ii) « es asociativa en A, es decir, para cualesquiera P,Q, R € A,
alP,Q) + a(Q, R) = a(P, R)
0, equivalentemente,

PQ + QR = PR.

L Diremos que el espacio vectorial V' es la direccidn del espacio afin (A4, V, a).
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OBSERVACION 1.2

En general nos referiremos al espacio afin (A, V, «) simplemente por A, sobre-
entendiendo el resto de la estructura dada por V' y «, o haciendo mencién a
ellas cuando sea necesario.

( OBSERVACION 1.3 \

Es equivalente definir la aplicacién de un espacio afin en la Definicién 1.1 como

9: AxV —s A
(P,vV) — HP,7V)= P+7T
Qeriﬁcando las dos propiedades anteriormente mencionadas en R2. )

PROPOSICION 1.4. La aplicacién o de la Definicion I.1 de espacio afin ve-
rifica las siguientes propiedades:

(1

I
o

) PP =o0.
(2) mzosiysolosiP:Q.
(3) PQ = —QP.
(4) FTQ) = RS si y solo si PR = @ (Ley del paralelogramo).
(5) PQ + QR + RP = 0.
DEMOSTRACION.

(1) Por la propiedad (ii), PP+ PP = PP, por lo que PP =o0.

(2) Por la propiedad (i), dados Py ¥ = 0, existe un tinico @ tal que PQ) = 0.
Pero (1) garantiza que P también verifica PP =0 y, por tanto, P = Q.

(3) Aplicando la propiedad (ii), @4—6,75 - PP =0, por lo que ﬁ = —Q—P>.

(4) Si PQ = RS, entonces

PR=PS+SE=PJ+QS— RS =0Q%.

El reciproco se obtiene intercambiando los papeles de Q v R.
(5) Inmediata a partir de (ii) y (3).

DEFINICION 1.5

Dado un espacio afin A con direccién V' se define la dimension de A como la
dimension de V.
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EJEmMPLO 1.6

Podemos interpretar un espacio vectorial V' como un espacio afin con su
estructura afin estandar, denotado por (V,V, ). El primer elemento de la
terna es V donde cada elemento es visto como un punto, y el segundo es V'
como espacio vectorial con sus elementos vistos como vectores. La aplicacion
« viene dada por

—>

(T, W) =TT =T - 7.

Noétese que, en general, no estd definida la suma (ni la resta) de puntos

en un espacio afin. Sin embargo, en una estructura de espacio afin estandar

de un espacio vectorial, podemos entender la resta de puntos como la resta
de los correspondientes vectores.

/ NoTAacION 1.7

Dado un espacio vectorial V' de dimension n sobre K, denotamos al espacio afin
Qon la estructura de espacio afin inducida por V' por Aj.

4.
3.
==
5 z VW =W — v
1.
v
1 o0 1 2 3 4 5 6
-1

FIGURA I.2. Suma de vectores en R? con su estructura afin estandar
A2 inducida.
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EJEMPLO 1.8

(a) Sea Py(R) el espacio de polinomios en una variable con coeficientes
reales de grado < 2. Este espacio vectorial, como se conoce de algebra
lineal, es isomorfo a R?. La aplicacién

a(a2X2 + a1 X + ag, beX? + b X + bo) = (b2 — az, by — ay,by — ay) € R?

define una estructura de espacio afin en Py(R).
(b) Sea A = (=%,%) v R el espacio vectorial real de dimension 1. La
aplicacion
az,y) = tan(y) — tan(z)
define una estructura de espacio afin en A. En efecto, dado un punto
x € A, hay una biyeccién entre los puntos y € A y los valores reales
tan(y) — tan(z), con inversa el arco tangente. Y es claro que

o(z,y) + aly, z) = (tan(y) — tan(z)) + (tan(z) — tan(y)) =
tan(z) — tan(z) = a(z, 2).
(c) Sea la recta L = {(z,y) € A} : x + y — 1 = 0} de puntos de R?. Sean
P=(z,1—x),Q=(2',1—2), puntos de L. La aplicacién
a(P,Q)=a((z,1—2), (@, 1-2") =a"—x

define una estructura de espacio afin en L, con espacio vectorial aso-
ciado R.

2. Referencias y coordenadas

Cuando se estudian los espacios vectoriales abstractos de dimensién finita n sobre
un cuerpo K se utilizan bases y coordenadas respecto de esas bases para establecer
isomorfismos entre dicho espacio y el correspondiente K. Con los espacios afines
ocurrird lo mismo: definiremos referencias y coordenadas respecto de las mismas,
que nos haran entender cada espacio afin en términos de un modelo estandar Aj.

2.1. Referencias y coordenadas cartesianas

Como hemos visto en la definicién de espacio afin, cualquier punto @ de A se
puede obtener a partir de otro punto P € A y la suma de un vector T € V. Este
vector W puede expresarse en coordenadas de una base de V', por lo que a partir de
un punto y una base de V' podemos describir todo el espacio afin A. Esto es lo que
consiguen las referencias cartesianas.
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( DEFINICION 1.9

Una referencia cartesiana de un espacio afin (A,V,a) de dimensién n es
R. = {O;B}, donde O € A es un punto, y B = {vy,...,v,} es una base de

V. J

[ NoTacion 1.10 \

En el espacio afin estdandar Ag, la referencia R.. := {6 = (0,.. .,O);IS’E)}7
donde 0 := (0,...,0) es el origen (visto como punto), y B, es la base canénica
o estandar de K",

Be = {e1,...,e,} = {(1,0,...,0),(0,1,0,...,0),...,(0,...,0,1)}

Qe denomina referencia cartesiana estdndar. j

DEFINICION 1.11

Dado P € A, sus coordenadas cartesianas con respecto a una referencia carte-
. —_>
siana R, = {O; B} son las coordenadas @ = (1, ..., z,) del vector OP respecto

2 la base B. y

Ejempro 1.12

Consideremos el espacio afin estdndar real 2-dimensional A2 y la referencia
cartesiana

R.= {(27 1); {(17 1)1 (_17 1)}}
Obsérvese que B = {(1,1),(=1,1)} es una base de R? El punto
P = (2,—1) € A2 tiene coordenadas cartesianas (x1,75) = (=1, —1) respecto
de la referencia R., ya que

OP = (21)(2,~1) = (0,-2) = (=1) - (L,1) + (=1) - (- 1,1).

Ejempro 1.13

Si tomamos la referencia cartesiana estandar R.. del espacio afin estandar
real 3-dimensional A3, las coordenadas de un punto P = (zy, 2, 73) € Ad
respecto de R, son los mismos escalares (1, z2, x3) que definen el punto P.
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Ficura 1.3. Coordenadas cartesianas del Ejemplo 1.12.

PROPOSICION L1.14. Sean R. = {O; B} y R, = {O'; B'} dos referencias carte-
sianas en un espacio afin A. Sea P € A un punto con coordenadas
x = (x1,%9,...,3,) respecto de R. y coordenadas y = (y1,Y2, ..., Yn) respecto
de R.. Sia = (ay,aq,...,a,) son las coordenadas cartesianas de O respecto de
R., el cambio de coordenadas entre x e y viene dado por

y'=a'+ Cpp - o',

donde Cgp es la matriz de cambio de la base B a la base B’ en V.

DEMOSTRACION. Se verifica que existen vectores T, T’ € V tales que
P=0+7=0+7"
Por tanto, se tiene que
T B _ A3 LD A
v =0P=00+0P=00+7.
Respecto de la base B, las coordenadas de ¥ son vy, las de O’'O son a y las
de @ vienen dadas por el vector traspuesto de Cyp - !, de lo cual se sigue la

expresion del cambio de coordenadas. La unicidad se sigue de la unicidad de las
coordenadas de un vector respecto de una base. O

El cambio de coordenadas cartesianas de la anterior proposicién se puede expre-

sar de forma més compacta como

(z}) - (cif CZB’) ' (aD

donde la matriz que relaciona ambos vectores

1 0
Cremt = (at CBB/)

7
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es la matriz de cambio de referencia cartesiana de R, a R.,.

/ OBSERVACION 1.15 \

La matriz de cambio de referencia cartesiana verifica las siguientes propiedades:

(a) Si O = O, entonces a = (0,...,0), y la matriz de cambio de referencia
cartesiana recoge solo el cambio de base en V:

1 0
Cror, = (0 CBB’> .

(b) Si B = B, entonces Cpp = I, la matriz identidad, y la matriz de
cambio de referencia cartesiana recoge solo la traslaciéon de O a O':

11]0
Cr.re = <at In) .

(c) La matriz de cambio de referencia cartesiana Cg g: es invertible, ya
que su determinante es igual al determinante de Cpp, que es distinto
de cero.

(d) La inversa de la matriz de cambio de referencia cartesiana Cr z: es

(Crory) ™" = Crir,

la matriz del cambio de referencia cartesiana inverso, al igual que sucede

\ en el caso vectorial. j

EjempLo 1.16

Tomemos la referencia cartesiana del Ejemplo 1.12

Rc = {(27 1); {(L 1)7 (_17 1)}}
y el punto P = (2,—1) € A% con coordenadas cartesianas & = (x1,x9) =
(—1,—1). Consideremos la referencia cartesiana estdndar en A2

Ree = {(0,0);{(1,0),(0,1)}}.
La matriz de cambio de referencia de la referencia cartesiana R, a la referencia
cartesiana estandar R, . viene dada por

110 O
Crere. = [2]1 —1
111 1

donde se observa que la matriz de cambio de base Czp, tiene por columnas
los vectores de la base B expresados en la base candnica. Por tanto, las
coordenadas cartesianas y de P en la referencia cartesiana estdandar R..
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vendran dadas como
0 1 1

1]0
1 1 — —
<t>07mm~<t> 201 —1|-[-1]=1{ 2
Yy c\z

101 1 -1 -1

con lo cual las coordenadas de P en la referencia cartesiana estandar son

(2, —1), exactamente como esperdbamos.

2.2. Referencias afines

Para introducir las coordenadas baricéntricas, tendremos que hablar de referen-
cias afines. Las referencias afines son genuinas del espacio afin, ya que en ellas solo
intervienen puntos y no vectores. Al igual que una base en un espacio vectorial, un
conjunto de puntos serd una referencia afin si cualquier punto se puede expresar de
forma tnica respecto de esos puntos referentes. El poderse expresar nos llevara a la
existencia de una combinacién afin y la idea de afinmente generador, mientras que
la unicidad se correspondera con la independencia afin.

DEFINICION 1.17 )

Dados puntos Py, Pi,. .., P, € Ay escalares Ao, A1,..., A\, € K, con X)_ A\ =1,
definimos combinacion afin como la suma formal

P=> X\ Pi=P+ Y MRPeA
i=0 i=0
Se dice que P es combinacion afin de los puntos Py, Py, ..., P,.

/ OBSERVACION 1.18 \

Recordemos que la suma de puntos no estaba definida en A, por eso recurrimos
en la definicién a la suma de los vectores de V' correspondientes. Sin embargo,
desde ahora daremos sentido a la suma de puntos de un espacio afin como la
suma formal de la Definicién 1.17, donde (1 — A\)P + AQ := P + )\m, De igual
modo interpretaremos la resta formal @) — P := m como el vector que une

Qichos puntos. j

LEMA 1.19. Una combinacidn afin estd bien definida, es decir, la Definicion
1.17 no depende del punto Py que tomemos.




2. REFERENCIAS Y COORDENADAS

DEMOSTRACION. En efecto, tomando P; # P, tenemos
T T
P+ Y MPP = P+ Y, 0 (PP + PR =
k=0 k=0

P, + (i%)ﬁ% <i&ﬁ> =

k=0 k=0

P+ BP + Y \P;P = P+ ) M\ PPy

k=0 k=0
,
usando que Z A= 1. O
k=0
, )
DEFINICION 1.20
Los puntos Py, Py, ..., P, € A son afinmente dependientes si existe algin P; tal

que es combinacién afin de los restantes puntos. En caso contrario diremos que
_ son afinmente independientes.

J

PROPOSICION 1.21. Son equivalentes:

(1) Py, Pr,...,P. € A son afinmente independientes.

(2) Para todo P;, los vectores P;P;, con j # i, son linealmente independien-
tes.

(3) Emiste un punto P; tal que los vectores P,Pj, con j # i, son linealmente
independientes.

DEMOSTRACION.

s (1) = (2) Supongamos, razonando por reduccién al absurdo, que los
puntos Py, Py, ..., P, son afinmente independientes y que existe un punto
P; tal que los vectores

R Y > > e
PiP07PiP17"'7RR;—17R;H+17"'7-PZ'PF
son linealmente dependientes y, por tanto, que existe j # i tal que
- -
PFj= Y, MPF;
ki,j
De esto se deduce
B >
Pi= P+ PP =P+ > MPPi =
ki,j

10
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Pi= Y ME+ Y MPo= (1= D) M)P+ D) AP,

ki, ki) ki) kti,j
que es una combinacién afin que expresa P; en funcién de los restantes
puntos, ya que los escalares suman 1. Por tanto los puntos Py, P;, ..., P,

serian afinmente dependientes, lo cual contradice la hipdtesis. Concluimos
que los vectores del enunciado son linealmente independientes.
s (2) = (3) Inmediata.
-
= (3) = (1) Supongamos que los vectores P,P;, con j # i, son linealmente

independientes y, por reduccién al absurdo, que los puntos Py, P, ..., P, €
A son afinmente dependientes. Existe una combinacién afin de la forma
Pe= 2 0P
i#k

con Z A; = 1. Entonces, por definicién de combinacién afin,
J#k
T
P. =P+ Y. NP,
j#k
luego
—_— s
PP = Y. NPT,
Jj#k
que es una combinacién lineal de vectores con escalares no todos nulos
L )
(va que suman 1). Por tanto, P,P; depende linealmente del resto de vec-
tores, en contradiccion con la hipdtesis. Por consiguiente, Py, Py, ..., P,
son afinmente independientes.

O
2 A
DEFINICION 1.22
Los puntos Py, Py,..., P, € A son afinmente generadores de A si, para todo
L P e A, P es combinacién afin de Py, Py, ..., P,. y

PROPOSICION 1.23. Son equivalentes:

(1) Ry, Pr,..., P. € A son afinmente generadores de A.
2) Para todo P;, los vectores P;P;, con j # i, generan V como espacio
, j J g /4
vectorial.
o=
3) Existe un punto P; tal que los vectores P;P;, con j # i, generan V como
J . g
espacio vectorial.

11
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DEMOSTRACION.
= (1) = (2) Elegimos un punto P; y un vector v € A. Sea ) := P, + 7.
Como los puntos Py, Pi,..., P, € A son afinmente generadores de A,
existen escalares \g,...,A,, con Z;:o A; = 1 tales que

=0 i
por lo que se tiene
T =P0Q =Y \PP
J#i
y la coleccién de vectores F;P;, con j # i, es generadora de V.
s (2) = (3) Inmediata.
= (3) = (1) Sea P; tal que los vectores P, P}, con j # i, generan V., y sea un
punto ) € A. Por hipétesis, el vector ¥ := m se puede escribir como

. .’ . —~——d
combinacién lineal de los vectores P P; y, por tanto,

J#i
Definiendo A; :=1 — Zj#i Aj tenemos que
Q= NP
j=0
y los puntos Py, Py, ..., P. € A son afinmente generadores de A.
O
, )
DEFINICION 1.24
Los puntos Py, Pi,..., P, € A son una referencia afin de A si son afinmente
generadores de A y afinmente independientes. )
PROPOSICION 1.25. Son equivalentes:
(1) Py, Pr,..., P. € A son referencia afin de A.
(2) Para todo P, los vectores P;P;, con j # i, son base de V.
(3) Emiste un punto P; tal que los vectores P,P;, con j # i, son base de V.
DEMOSTRACION. Combina las Proposiciones .21 y 1.23. O

12
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COROLARIO 1.26. Sea A un espacio afin de dimension n y sean puntos
Py, P,...,P.eA.

(1) Si Ry, Py,..., P, € A son afinmente independientes = 1 <

(2) Si Ry, Py,...,P. € A son afinmente generadores de A = r

(3) Si Ry, Pr,...,P. € A son referencia afin de A = r = n.

n.
=n.

DEMOSTRACION. Inmediata a partir de las Proposiciones 1.21, 1.23 y 1.25, y
el hecho de que, para un espacio vectorial de dimensién n, un conjunto generador
tiene al menos n vectores, asi como un conjunto linealmente independiente tiene
como méaximo n vectores, siendo n exactamente el nimero de vectores de una
base. O

Del Corolario 1.26 se deduce que para generar un espacio afin n-dimensional
necesitamos al menos n + 1 puntos. Asimismo, n + 1 serd el maximo nimero de
puntos afinmente independientes. Cuando tengamos ambas propiedades hablaremos
de referencias afines. Por ejemplo, las referencias afines de AZ constan de 3 puntos
v, las de A% de 4 puntos.

De este modo tenemos una correspondencia entre referencias cartesianas y afines
donde, dada una referencia cartesiana

R, = {0:B = (... T}
le asociamos la referencia afin
Ro={Ph=0,PA=0+71,....,P,=0+7,}

y viceversa.

( NoTACION 1.27 \

Dado el espacio afin estdandar Ay, la referencia afin
R = {6:= (07...,O);{ﬁ—i—el,...,ﬁ—i-en}} =
{(0,...,0);{(1,0,...,0),...,(0,...,0,1)}},

donde e; son los vectores de la base canénica de K™, se denomina referencia

Qﬁn estandar. j

2.3. Coordenadas baricéntricas

Dada una referencia afin R, = {P, P, ..., P,}, por la Proposicién 1.25,

R.— {PO; {POPl,POPQ, N .,POPH}}

13
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es una referencia cartesiana. Entonces, dado P € A, existen tinicos escalares A1, ..., \, €
K tales que

P:%+ihﬁﬁ

i=1

Definiendo Ag :=1— > | A;, los escalares X, ..., ), son los tnicos que expresan P
como combinacién afin de los puntos de la referencia afin R,:
n
P =Y \P.
i=0
( DEFINICION 1.28 )
Dada una referencia afin R, = {Po, P1, ..., P,}, los tinicos escalares \g, ..., A\, €

K tales que P = > AP se llaman coordenadas baricéntricas de P respecto
de la referencia R,.

/ OBSERVACION 1.29 \

El baricentro de los puntos Py, P, ..., P, € A con pesos Ao, ..., \, € K repre-
senta el centro de gravedad de un sistema de masas de valor \; situadas en los
puntos P;. Se define analiticamente como el punto B € A tal que

n
Y \BP, =0.
i=0
Supongamos que >, A; = 1; si no, siempre podemos reescalar todos los
pesos para que esto ocurra. Usando las propiedades de puntos y vectores:

0= SI\BP = Y \(BP - BB) = Y ARE - BB,
por tanto - - -
BB = Y \BE
que es equivalente a -
B=%+i&§ﬁ
Es decir, las coordenadas baricéntricaszzéel baricentro B (y de ahi toman su

nombre) son los valores de las masas que situamos en los puntos P;, de las
Quales B es su centro de gravedad (véase Figura [.4). j

14
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1
Q1,1 = 3

]3(), Ao Pl-, A= 2N

1
. 1 ) i
Qo, \o = 3 Qo, X2 = 3

Ficura 1.4. Ejemplos de baricentros de puntos con pesos.

LEMA 1.30. Dada una referencia afin R, = {Po, P1,..., P}, el baricentro
B de los puntos de la referencia (con masas iguales en cada punto) es el unico
punto B € A con coordenadas baricéntricas \; = #1 para todo i.

DEMOSTRACION. Es inmediato a partir de la Observacién 1.29, simplemente
reescalando los pesos para que verifiquen > A, = 1. 1

EJjempLo 1.31

Las coordenadas baricéntricas expresan como de cerca esta un punto de cada
uno de los puntos de una referencia afin. Dicho de otro modo, cada A; se
puede entender como la fraccién de la contribucién de P; al definir P en una
combinacién affn. De ello se desprenden las siguientes propiedades (véase
Figuras 1.5 y 1.6):

(a) Si A; = 0 para todo i, entonces P pertenece al interior de la envolvente
convexa de los puntos P;. En este caso se dice que P es combinacion
convexa de los puntos P;.

(b) Si algin \; es negativo, entonces el punto P se sitia mds alld de la
envolvente convexa de los puntos P;,j # i, en la regién opuesta al
punto o puntos cuyos escalares A; son negativos.

(c) Sialgin A\; = 0, P se puede escribir como combinacién afin de sélo
los restantes puntos Pj, j # . Si todos los \; > 0, j # 7, P pertenece
a una de las caras de la envolvente convexa, la opuesta al punto P;.

15
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Ao, A2 < 0

Ficura 1.5. Coordenadas baricéntricas respecto a una referencia afin
en AZ.

Py

Py

FIGURA 1.6. Referencia affn en A3 y coordenadas baricéntricas del
baricentro B y de un punto @ situado en una arista del tetraedro.

Dadas una referencia cartesiana R. y su referencia afin asociada R,, sean
X = (\q,..., \,) sus coordenadas cartesianas respecto de R. y A = (Ao, A1, -+, \n),
con \g = 1— 37"\, sus coordenadas baricéntricas respecto de R,. La relacién
entre ambos vectores viene dada por

1f-1 - -1
0
1
t: ol —
A : I, <Xt>'
0
16
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Denotamos a la matriz que relaciona ambos vectores por

-1 - -1
0
M, =
L,
0
Sean dos referencias afines R, = {Fy, P1, ..., P} y R, = {Qo, Q1,...,Qn}, y un
punto P € A con coordenadas A = (A, A1, ..., \,) respecto de R, y coordenadas

= (o, i1, - - -, ftn) respecto de RY,. Cada uno de los puntos P; de la referencia R,
lo podemos escribir de forma tnica como combinacién afin de la referencia RY:

n n
F’j = Z(J/Z]Ql con Z(l” =1.
i=0 =0
La matriz

Crar;, = <O‘U) i=0,....n

7=0,....,n
es precisamente la matriz de cambio de referencia afin de R, a R/, con

/,Lt = CRGRQ . At.

En efecto, dado P € A, se tiene que

n

P=3NP=2mQ con Y A=pum=1
=0 =0 j=0 i=0

j,
Combinando con la expresién de cada P; como combinacién afin de los puntos de la
referencia R, tenemos

n

Z ,uij = Z )\]P] = Z )\j <Z (JéijQi> = Z (Z aij)\j> Qz
j=0 7=0 j=0 i=0 i=0 \j=0

con lo que yu; = Z;L:O a;;\; y se tiene el resultado. La unicidad de la matriz se sigue

de la unicidad de las coordenadas baricéntricas.

/ OBSERVACION 1.32 \

La matriz de cambio de referencia afin verifica las siguientes propiedades:

(a) Las columnas de la matriz Cgr, g, son las coordenadas baricéntricas de
P; en la referencia afin R}, y suman 1.
(b) La matriz Cg,z; es invertible, con inversa Cr/z,. En efecto:

p' = Orry X' = Or,ry, - Oy, '
por lo que

K Cror,  Crire =In, vy (Crury)

=1

= CriRr,- j

17



2. REFERENCIAS Y COORDENADAS

Para finalizar la seccién, ponemos en comun todos los cambios de coordenadas.
Sean referencias afines R, y R, con referencias cartesianas asociadas R. y RL, y
sea P € A con coordenadas baricéntricas X y p respecto de R, y R, v coordenadas
cartesianas « e y respecto de R. y R... Tenemos el siguiente diagrama que relaciona
las cuatro tuplas de coordenadas:

Re — R
z (1 ‘ y)t = Crore, - (1 ‘ Cc)t Y
t t
=M, (1) 1 bow' =M, (1]y)
Ra — R,
A /J,t = OR{LR; Al 7

De la combinacién de expresiones obtenemos
M, - Cr.r, - (1] af)t =M, (1] ’y)t =p' = Crory, - A = Cromy - My, - (1 fc)t7

de lo cual extraemos las relaciones entre las matrices de cambio de referencia ba-
ricéntricas y cartesianas:

‘CRGR; =M, Crp -M;l\

‘ORCR/C = M;'- Crom, - M,

Noétese que la inversa de la matriz M,,, viene dada por
111 o 1

EjempLo 1.33

Sean en A3
Ree = {6§ {61762763}}
la referencia cartesiana estdandar y su referencia afin asociada
Ra. =1{(0,0,0),(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}.
Sea el punto P con coordenadas cartesianas © = (2, —1,1) respecto de R..

Respecto de la referencia afin asociada R,. sus coordenadas baricéntricas
son A = (—1,2,—-1,1).

18



CAPITULO I. ESPACIOS AFINES

Ahora sea otra referencia cartesiana
R, ={(1,0,1);{(1,2,-1),(-1,-1,0), (0,1, 1)} }.
Las coordenadas cartesianas del punto P respecto de R, serdn las coordena-
das del vector O'P respecto de la base B, donde O’ = (1,0,1) y

B = {(1,2,-1),(~1,—-1,0),(0,1,1)}. Por tanto O'P = (1,—1,0) y, para
calcular sus coordenadas, resolvemos el sistema

I = v —u
-1 = 2y1 —y2 +y3
0 = -un +Ys

cuya solucién es y = (y1,%2,y3) = (—1,—2,—1). Observamos que la matriz
de cambio de referencia de R, a R.. viene dada por

CRQRC,E =

y que se verifica efectivamente

1 1
1| |2
-2 -1
-1 1

sociada a R es
R, ={(1,0,1),(2,2,0),(0,—1,1),(1,1,2)}

y las coordenadas baricéntricas de P respecto de R/, se obtienen a partir de
las cartesianas respecto de R. ajustando el primer escalar para que la suma
sea 1,

w=(5-1,-2,-1).
Entonces, podemos obtener la matriz de cambio de referencia afin a partir
de la de cambio de referencia cartesiana, tal que

CR,Rae = My - Crim.. M=

n

11-1 =1 -1 110 0 0 11111

0/1 0 0 (1)1 =10 01 00|

0l o 1 0 0l 2 -1 1 olo 1 0]

o0 o0 1 11-1 0 1 0/0 0 1
19



3. SUBESPACIOS AFINES

“1l-2 2 -2 1111 -1 -3 1 -3
1|1 -1 0 oftoo] [1 2 o 1
02 -1 1] lojlo1o 0 2 -1 1
11-1 0 1 0/0 0 1 1 0 1 2

Observamos que las columnas de la matriz Cr,z, . son las coordenadas ba-
ricéntricas de los puntos de la referencia R, en la referencia R, .. Y también
vemos que se verifica

CR’R“ w'
-1 - -1
1 2 1 ]2
0 2 -1 1 -1
1 0 1 2 1

3. Subespacios afines

En esta seccion estudiaremos los subespacios de un espacio afin, las operaciones

entre ellos y las ecuaciones que los definen.

3.1. Subespacios afines

Como en cualquier drea de matemédticas, un subobjeto del objeto que estamos
estudiando, en este caso los espacios afines, serd un subconjunto que reproduce la

misma estructura y propiedades del conjunto inicial.

DEFINICION 1.34

Sea (A, V,«) un espacio afin. Un subconjunto B < A es un subespacio afin si
existe un subespacio vectorial W < V tal que (B, W, alg) es un espacio afin
que satisface que la restriccion de a a B,

alp:BxB—V
verifica

i) Para todo punto P € B y para todo vector w € W existe un tnico
y
punto @ € B con w = 0.
(ii) Dados puntos cualesquiera P,Q, R € B,

PQ + QR = PFL.

L El subespacio vectorial W se denomina direccion de B.
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CAPITULO I. ESPACIOS AFINES

OBSERVACION 1.35

Obsérvese que la propiedad (ii) se cumple inmediatamente, ya que B la hereda
por ser un subconjunto de A. Para probar que B es un subespacio afin lo tinico
que hay que demostrar es que dados P € By W € W, el tnico @ que existe

con m

= W estd en B.

PROPOSICION 1.36. Son equivalentes a la definicién de subespacio afin las
siquientes propiedades:
(1) Dado P € B, existe W < V subespacio vectorial tal que B = P + W.
Es decir, todos los puntos de B se pueden expresar como P + W, con
W e W. El subespacio vectorial W es inico y no depende del punto P
elegido.
(2) Existe P € B tal que la imagen de la aplicacion

es un subespacio vectorial de V.

aplp:B—V , aplp(Q):= PQ

DEMOSTRACION.

(1)

Como la propiedad (ii) de la Definicién 1.34 se cumple autométicamente
para un subconjunto B < A como propiedad heredada de A (ver Ob-
servacién 1.35), probaremos la equivalencia entre la propiedad (i) y la
Proposicién 1.36, (1).

Sea P € B y supongamos que existe un subespacio vectorial W <
V tal que B = P + W. Entonces, dado un vector @ € W, el punto
Q@ = P + W pertenece a B y la propiedad se cumple por la Definicién
1.34, (i).

Reciprocamente, supongamos que B < A es un subespacio afin con
direcciéon W < V, verificando la propiedad de la Definicién 1.34, (i), vy
probemos que, dado P € B, se tiene B = P + W. En efecto, la Definicién
I.1, (i) garantiza que para cualquier ) € B ¢ A existe un unico vector
w eV con m = . Por otro lado, por la Definicién 1.34, la restriccion
a B, algp : B x B —> W tiene imagen en W. Por tanto, @ € W y se
tiene que Q = P + W € P + W. Para el otro contenido, dados P € B y
W € W, por la Definicién 1.34, (i), existe un tnico @) € B con PQ = 0,
por tanto @ = P + W € B.

La aplicacién ap|p es la restriccién a B de la aplicacién que define un
espacio afin (Definicién .1 y Definicién 1.34). Si se cumple la Definicién
1.34, entonces es claro que la imagen de ap|p es la direccion W < V| que
es un subespacio vectorial. Reciprocamente, si ap(B) = W < V, dado
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3. SUBESPACIOS AFINES

un vector W e W < V| existe (por la Definicién 1.1, (i) ) un dnico punto
Q € A tal que @ = . Pero, como Q € ap' (W) < B, entonces Q € By
se tiene la propiedad (i) de la Definicién 1.34, con lo cual B es subespacio

afin.
O
, N\
DEFINICION 1.37
La dimension de un subespacio afin B es la dimensién de su direcciéon W como
subespacio vectorial de V. y

PROPOSICION 1.38.

(1) Si tenemos subespacios afines & < By € By € A, entonces dim By <
dim By < dim A. En particular la dimension de un subespacio afin de
un espacio afin de dimension finita es también finita.

(2) Si &< By < By € A, entonces By = By si y solo si dim By = dim Bs.

DEMOSTRACION.

(1) La Proposicién 1.36, (1) garantiza la existencia de un punto P € By <
By y subespacios vectoriales Wi, Wy < V, tales que By = P+ Wy y
By = P + W,. Como cualquier @) € By es de la forma Q = P + m
con@ eWivyQ e B € Bp =P+ W, entonces@e Wy v se
tiene Wi < Wy, por lo que dim Wy < dim Ws. Como la dimension de un
subespacio afin coincide con la de su direccion, se tiene el resultado.

(2) La implicacién a la derecha es obvia. En sentido contrario, si
dim By = dim By entonces sus direcciones tienen la misma dimensién,
dim Wy = dim Ws5. Como By © By entonces Wi < Ws y se tiene necesa-
riamente que Wy = Wy, por tanto, By = P+ W, = P+ W, = B,.

O

/ Notacion 1.39 \

(a) Llamamos puntos y rectas a los subespacios afines de A2 de dimensiones
0 y 1, respectivamente.

(b) Llamamos puntos, rectas y planos a los subespacios afines de A3 de
dimensiones 0, 1 y 2, respectivamente.

(¢) Llamamos hiperplanos a los subespacios afines de dimensién n — 1, de

\ un espacio afin de dimension n. j
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CAPITULO I. ESPACIOS AFINES

Uno de los ejemplos més importantes de subespacio afin es el dado por el conjunto
de soluciones de un sistema de ecuaciones lineales (no necesariamente homogéneo),
siempre que sea no vacio.

PROPOSICION 1.40. Sea M € M., (K) una matriz m x n de rango r, y sea
un vector b € K™. El conjunto (si es no vacio)

B={xecA}: Mz'=Db'},

identificando puntos con sus coordenadas cartesianas respecto de la referencia
cartesiana estandar de AR, es un subespacio afin de Ag de dimension n —r,
cuya direccion es el conjunto de soluciones del sistema homogéneo asociado

W ={@eK": M =0},

identificando vectores con sus coordenadas respecto de la base canonica de K™.

DEMOSTRACION. Por el Teorema de Rouché-Frobenius se tiene que W es un
subespacio vectorial de K" cuya dimension es n —r, .
Sea P € By sean © = (x1,...,1,) sus coordenadas respecto de la referencia

—>
cartesiana estandar en A}, que son las coordenadas del vector 0P respecto de
la base candnica de K". Para cada @ € B con coordenadas y = (yi,...,Y,) se
tiene que

t
M (@) — My' — Ma' — b — b — 0,

por lo que m eEWyQ=P+ m Por otra parte, para cada vector w € W,
con coordenadas z = (z1, ..., z,) respecto de la base candnica de K",

M(P+7wW) = Mx'+ Mz' =b' +0=0b',

por lo que B = P + W y se concluye que B es subespacio afin de la direccién y
dimension indicadas. (]

EJjempLo 1.41

a) En A2, los puntos de la forma
R
{(xhxg) € A% : (xhxg) = (1,2) + /\(71, 1)}

son un subespacio afin B = P+W con P = (1,2) y W = L{(-1,1)}.
Como la direccién W tiene dimension 1 se sigue que B es una recta.
(b) Sea el conjunto de soluciones L = {(x1, 29, 23) € A} : Mz! = b'}, don-

)
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Puesto que M tiene rango 2, L es un subespacio afin de dimension
3—2 = 1, es decir, una recta en A3. Para poder expresar L como suma
de un punto y una recta vectorial, extraemos una solucién particular
del sistema, por ejemplo P = (—1,0,2) € A3 vy observamos que
W = L£{(2,—1,—1)} es la recta de soluciones del sistema homogéneo
asociado, por tanto

L=P+W=(-1,0,2) + £{(2,-1,-1)}.

(¢) El conjunto de las matrices reales 2 x 2, denotado por May(R), con la
suma de matrices y el producto por escalares es un espacio vectorial
real de dimensién 4, que puede interpretarse como su espacio afin
estandar asociado. Sea

B ={M € My,»s(R) : tr(M) = 3}
el subconjunto de matrices de traza (suma de los elementos de la
diagonal) igual a 3. B es un subespacio afin de dimensién 3, con
direccién las matrices de traza nula (véase Problema 1.4).

(d) El subconjunto de polinomios que toman un determinado valor en un

punto es un subespacio afin (véase Problema 1.6). Por ejemplo

C = {p(x) € P»(R) : p(1) = 5}
es un subespacio afin con direcciéon

W = {p(z) € P2(R) : p(1) = 0}.
En efecto, la resta de dos polinomios p(z), g¢(x), tales que
p(1) = ¢(1) = 5 es un polinomio (p — q)(z) tal que

(p—q)(1) =p(1) —q(1) =5-5=0,

por lo que (p — ¢)(x) € W y C es subespacio afin de la direccién
indicada.

3.2. Operaciones con subespacios afines

Comenzamos mostrando que la interseccién de un ntimero arbitrario de subes-
pacios afines es un subespacio afin.

PROPOSICION 1.42. Sea {B;}icr una familia de subespacios afines de A, cada
uno con direccion W; < V. Si(\,e; Bi # &, entonces (,c; Bi es subespacio afin
de A con direccion (., W;.

iel
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DEMOSTRACION. Sea P € (), B;. Probaremos que (,.; Bi = P+ \,c; Wi.

Para todo @ € (),.; B; se tiene que Q € B;, para cada i € I, por lo que
PQ e W;, paratodoie Iy, por tanto Q = P+ PQ e P + Nic; Wi

Reciprocamente, cualquier Q € P +(),.; W; es de la forma Q = P+ m, con
m € W, para todo i € I. Por tanto, Q € B; = P + W, para todo i € .

Como consecuencia, [,.; Bi = P+ ),c; Wi es un subespacio afin de la direc-
cién indicada. O

La unién de subespacios afines no es un subespacio afin, del mismo modo que
la unién de subespacios vectoriales no es un subespacio vectorial. Por ejemplo, la
union de las lineas

L, = {(xl,xg)eAf@:xl+x2: 1} y Ly = {(xl,xz)eA%:xl—rg = 1}

no es un subespacio affn. En efecto, sean P = (1,0) € L1 n Ly, Q@ = (0,1) € Ly y
R = (0,-1) € Ly y supongamos que existe un W < R? tal que L; U Ly = P + W.
Por tanto, los vectores PQ = (-1,1) y PR = (—1,—1) han de pertenecer a W, con
lo cual £{(—1,1),(—=1,—1)} € W, y entonces W = R2. Pero en tal caso, el vector
W = (1,0) € W = R?, mientras que el punto P + @ = (2,0) ¢ L; U Ly, lo cual es
una contradiccion. Véase Figura 1.7.

Figura 1.7. La unién de los subespacios afines L y Ls no es un
subespacio afin.
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( DEFINICION 1.43 )

Sea S € A un conjunto no vacio. Definimos el subespacio afin generado por S,
denotado por V(S), como el menor subespacio affn de A que contiene a S.

El subespacio afin generado por un subconjunto S existe y es tnico, ya que se
puede definir como la interseccién

V(S) := D:

B; subespacio afin
ScB;

que es un subespacio afin y, por definicién, cualquier otro subespacio afin que con-
tiene a S debe contener necesariamente a esta interseccion.

Un caso importante de subespacios generados aparece cuando S es un conjunto
de puntos de A.

PROPOSICION 1.44. Dados puntos Py, Py, ..., P, € A, el subespacio afin que
generan viene dado por todas sus combinaciones afines,

V({P,Pr,....P}) = {Z)\iﬂ ANEK DY N = 1},
=0 =0

—
0L r

y tiene direccion L {Popl, ..., PP, }

DEMOSTRACION. Demostraremos que

V({Po,Py,....P}) = P+ L {POPL N ..,POP,.}.

Sea W la direccién de V ({Py, P1,...,P,}). Como P; € V({Py, P,...,P}),
i =1,...,7, necesariamente los vectores PyP, € Wy L {Popl, e POP,} c W,
por lo tanto
Po+ L{RP,... . RPL} < V({P. P, B}).
Por otra parte, todos los puntos P; estdn en Py + L PPy, ..., PyP. ¢, que
es un subespacio afin, por lo que el menor subespacio afin que los contiene debe

estar contenido a su vez en él, de donde se sigue que

—_—
0L r

V({PO,P17..,,PT})cP0+£{PO—PI,,..,PP},

lo que completa la prueba. O

La prueba del siguiente corolario es inmediata a partir de la Proposicion 1.44 y
las Proposiciones .21 y 1.23.
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COROLARIO 1.45. Los puntos Py, Py, ..., P, € A son
(1) aftnmente independientes si y solo si diimV ({Py, Py,..., P.}) =r.
(2) afinmente generadores de A siy solo si dim V({PO7 Py, PT}) = dim A.

Gracias a la nocién de subespacio generado por un conjunto de puntos, podemos

dar una nueva caracterizaciéon de los subespacios afines.

PROPOSICION 1.46. Un subconjunto B = A es un subespacio afin si y solo
si es cerrado respecto a las combinaciones afines.

DEMOSTRACION. Una direccién es clara ya que, si B es un subespacio afin,
dados puntos Py, Py, ..., P, € B se tiene que V({PO7 P, PT}) < B, por lo que
contiene las combinaciones afines.

Reciprocamente, supongamos que B contiene cualquier combinacién afin.

Definamos W := {m :P,Q e B}. Se tiene que W es un subespacio vectorial,
va que dados @7 RS e W, A, p e K, el punto
P+ APQ+ RS = (1 - AP +AQ — puR+puSeB

porque es una combinacion afin donde la suma de los coeficientes es uno. Por
tanto la combinacién lineal )\@ + ﬂ@ e W. Por otro lado, dado P € B,
podemos escribir B = P+ W ya que, para cualquier otro punto @Q € B, m eWw
por definicién de W. U

EJEMPLO 1.47

La idea de independencia afin se puede visualizar por medio de puntos que
generan, mediante combinaciones afines, todo el subespacio afin donde estan,
siendo todos ellos necesarios. Por ejemplo:
(a) Un punto en A, solo genera el propio punto, que es un subespacio
afin de dimensién 0.
(b) Dos puntos diferentes P, Q) € A% generan la recta de dimensién 1 que

los une, con direccion £ {@}, ya que cualquier punto de esta recta

se puede expresar de forma tinica como
P+A-PQ=P+AQ—-P)=(1—-NP+XQ

que es una combinacién afin. Si P = (), obviamente son puntos afin-

mente dependientes que generan unicamente el propio punto.

(c) Tres puntos no alineados generan todo A2 y son afinmente indepen-
dientes. En efecto, si los puntos P,Q, R € A% no estdn alineados,

27



3. SUBESPACIOS AFINES

entonces L {@7 ﬁ?} = R? y cualquier punto S € A% se puede ex-
presar de forma unica como
S=P+X-PQ+p-PR=P+AQ—P)+uR—P)=
(1=X—=pu)P+2Q + pR,

que es una combinacion afin. Si los puntos estuviesen alineados, po-
demos prescindir de uno de ellos para generar inicamente una recta.

6 6

5 5 A% = P+ L[PG, PR
4 4

Q 0
3 PQ ; 70
P P
2 2
L =P+ L[PQ]
1 1
PR @
3 2 1 0 1 2 3 4 T 0 T > ; @ 5 &

Ficura 1.8. Recta generada por dos puntos y plano generado por tres puntos.

Dado que la unién de subespacios no es un subespacio, definimos la suma como
el subespacio generado por la unién, que es el minimo subespacio afin que contiene
a todos los subespacios de la suma.

DEFINICION 1.48 b
Dados subespacios afines B; < A, i € I, la suma de subespacios afines se define
como

ZB,- =V (UB,-) .
L iel iel )

PROPOSICION 1.49. Dados subespacios afines B; < A, de la forma B; =
P,+W;, con P, e B;, W; c V,i€el, susuma Y, ;B; =V (U,;Bi) es un
subespacio afin que tiene por direccion

,C{R.,Pj ;mef} + 3w
iel
En particular, la suma de dos subespacios afines By = Py + Wy, By = Py + Wy,
estd dada por
By+ By = P+ (L{PB} + Wi+ W3).
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DEMOSTRACION. Daremos solo una prueba para la suma de dos subespacios
B vy Bs. La prueba para la suma de un nimero finito se sigue por induccion.
La prueba para una suma arbitraria es técnicamente més complicada y puede
encontrarse en [5][Seccién 1.a.3].

Sean By = P+ W1y By = Py + W, y sea W la direccién del subespacio afin
By + By = V(B; u By). Como

Bl=P1+W1cP1+<L{ﬁ}+W1+W2)

By= P+ Wy = P+ PB+ Wo P+ (C{PB} + Wi+ W2),
se tiene que
Bi+ By P+ (L{PR} + Wi+ W)
y, entonces
W e (L{H—P§}+W1+W2).
Reciprocamente, como By © B1+Byy By © By+ Bs, los contenidos se reproducen

en sus direcciones, es decir, W, ¢ W, Wy < W. Ademaés P, P, € W, ya que ambos
puntos estan en By + B,. Por tanto

(E{PIP;} W+ Wg) W
y7 Ccomo COHSCCuCnCia

P1+(£{P1PQ}+W1+W2)CBl+BQ.

TEOREMA 1.50 (FORMULA DE GRASSMANN AFIN). Sean By, By = A subes-
pacios afines con direcciones Wi, Wy < V. Se wverifica

dim(B; + By) = dim Wy + dim Wy — dim(W; n W) + €
dondee =0si BinBy# @ ye=1siByn By=(.

DEMOSTRACION. Sea W la direccién de la suma B; + Bs. Por la Proposicién
1.49,
W=rC {PlP;} + Wy + W

Supongamos que € = 0, es decir existe P € By n By. Entonces By = P + W,
y By = P+ W, y se tiene que

dim(B; + By) = dim W = dim (,C {P—P)} + Wi+ Wz) =
dim(Wy + Wy) = dim Wy + dim Wy — dim(W; n Wh).

29



SUBESPACIOS AFINES

Por el contrario, si € = 1 y tomamos By = P+ Wy By = P+ W, se verifica
—
que PPy ¢ (W1 + Wa). En efecto, en caso contrario, existen vectores w; € Wi,
ws € Wy tales que PPy = Wy + ws. Si Q € By con Wy = Plifé se tiene que

w - AP - Pd - QR e,

luego @ € By y, entonces (Q € By n By, lo que es una contradiccion. Entonces se
tiene que

dim(B; + By) = dim W = dim (C {E?;} + W, + Wz) =

dim(Wy + Wa) = dim(Wy + Wa) + 1 = dim Wy + dim Wy — dim(Wy n Wsy) + 1.
O

EjempLro 1.51

Dos rectas Ll L2 C AZ ue se cortan en un punto P, verifican la féormula de
’ R ’
(}rassmanIl? ya que

dim(Ly + L) = dim(W;) + dim(Ws) — dim(Wy n Wy) + ¢
=2=1+1-0+0

ya que la suma de subespacios es todo el plano afin AZ2.

Dos rectas paralelas Ly, Ly, = A% diferentes tienen la misma direccién W
pero tienen interseccién vacfa, por tanto su suma es todo A% ya que un vector
de W y el vector ﬁ., Py e Ly, P, € Ly, generan todo R2. Por tanto

dim(Ly + L) = dim(W;) + dim(Ws) — dim(Wy n Wy) + ¢
—=2=14+1-1+1

y la férmula de Grassmann también se cumple.

r

L

POSICIONES RELATIVAS DE DOS SUBESPACIOS AFINES

A partir de la relacién entre dos subespacios afines By, By < A y sus direc-
ciones vectoriales Wy, Wy < V| podemos hablar de cuatro posibilidades para
las posiciones relativas de By y Ba:

(a) Si By € By 0 By € By, un subespacio estd incluido en el otro.

(b) Si By n By # & pero By & By ni By & By, By y Bs se cortan.

(¢) Si By By = con Wy € Wy 0 Wy € Wi, By y By son paralelos, y 1o

denotaremos por B | Bs.

(d) Si By n By = con Wy & Wy ni Wy & Wy, By y By se cruzan.
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EJEMPLO 1.52

Vamos a listar las posibilidades para las posiciones relativas de subespacios
en A2 y A3.
(1) Sean Ly, Ly dos rectas en A} con direcciones Wy = L{w;}, Wy =

L{w).

(a) Supongamos que existe P € L; n Ly. Si wy € Wy (por tanto
W1 = Ws,) entonces ambas rectas son iguales; si w1 ¢ Ws entonces
se cortan en el inico punto P.

(b) Si Ly n Ly = ¢ y Wy = W, entonces las rectas son paralelas
Lq| Ly de la misma direccién pero pasando por puntos diferentes.

(c) Sifuese Ly n Ly = & y Wh # Wa, por la férmula de Grassmann
tendriamos

dim(Ly 4+ L) = dim Ly + dim Ly — dim(Wy n Wa) 4+ ¢ =
1+41-0+1=3
lo que es imposible ya que la suma debe estar contenida en un
espacio afin de dimension 2, por tanto dos rectas no se pueden
cruzar en el plano.
(2) Sean ahora Ly, Ly dos rectas en A2 con direcciones W, = L {w;},

Wy = L{ws3}.

(a) Supongamos que existe P € L; n Ly. Si w; € Wy (por tanto
Wy = W) entonces ambas rectas son iguales; si wy ¢ W5 entonces
las rectas se cortan en el inico punto P.

(b) Si Ly n Ly = & y wy € Ws, entonces Wy = Wy y las rectas son
paralelas Li| Lo; si wy ¢ Wo, las rectas se cruzan.

(3) Sean ahora L una recta y H un plano en A} con direcciones W =

L{W}, U = L{u7,us}, respectivamente.

(a) Supongamos que existe P € Ln H. Si W € U (por tanto W < U)
entonces la recta estd contenida en el plano L < H; si w ¢ U
entonces la recta y el plano se cortan en el tinico punto P.

(b) Si L n H = ¢, necesariamente @ € U por la férmula de Grass-
mann; entonces W < U y la recta es paralela al plano L|H.

(c) Por razones de dimensidn, segin la férmula de Grassmann, una
recta y un plano no se pueden cruzar en A3.

El dltimo resultado del ejemplo se puede generalizar a dimensién superior.

PROPOSICION 1.53. Dado H < A hiperplano y otro subespacio B < A, con
Bn H =, entonces B y H son paralelos.
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DEMOSTRACION. Problema 1.15. O

3.3. Ecuaciones de subespacios afines

Dado un subespacio afin B < Af, existen un punto P € B y un subespacio
vectorial W < V de dimensién d < n tales que B = P + W. Entonces, si las
coordenadas de un vector W € W respecto de la base candénica de K" son z, existe
una matriz M € M,_g)xn(K) con

W = {zeK”:]V[zt:0}
descrito como el conjunto de soluciones de un sistema de ecuaciones lineales ho-

mogéneo. Sean y las coordenadas cartesianas de P respecto de la referencia carte-
siana estdndar de Ag. Definiendo

b=y M,
obtenemos que las coordenadas @ de los puntos de B (respecto de la referencia
cartesiana estdndar de A%) son el conjunto de soluciones del sistema
Max' = b".
En efecto, sea () € B con coordenadas x, tal que Q = P + m, con m e W de
coordenadas z respecto de la base candnica de K. Se tiene que
Mzx' = M(y +2)' = My'+ Mz' =b" +0 =b".

Imitaremos este proceso para definir unas ecuaciones tanto implicitas como pa-
ramétricas de un subespacio afin, en general.

DEFINICION 1.54

Sea A un espacio afin de dimensién n y sea B < A un subespacio afin de
dimensién d, con direccion W < V| tal que B = P + W. Sea R, = {O; B} una
referencia cartesiana de A. Dado un punto genérico () € B, denotamos por @
sus coordenadas cartesianas en la referencia cartesiana R.. En particular, y son
las coordenadas cartesianas de P respecto de R..

(a) En coordenadas cartesianas respecto a R., un sistema de ecuaciones
implicitas viene dado por

Mz! = b,

donde W = {z e K" : Mz' = 0} es el conjunto de vectores de W expre-
sados en coordenadas respecto de la base B, con M € M(n,d)Xn(K), y

b=y M.
(b) Si {w7,...,wa} es una base de W, cualquier vector Z° de W se escribe
como Z = MW + -+ + A\gwy. Si las coordenadas de Z respecto de B
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son z, se tiene que
2Z=0C- A
son unas ecuaciones paramétricas de W, donde las columnas de C' son
las coordenadas de wj en la base B, y A = (A1,..., ;). Entonces, un
sistema de ecuaciones paramétricas de B = P + W, es
' =y+C A
L J

OBSERVACION 1.55

Si dim B = d y dim A = n, se verifica que el (minimo) nimero de pardmetros
A; para definir el subespacio afin B en ecuaciones paramétricas es igual a su
dimensién, d, y que el nimero de ecuaciones implicitas (independientes) es igual
a la diferencia de dimensiones, n — d.

El paso de ecuaciones implicitas a paramétricas y viceversa puede ser tedioso en
términos de calculos, pero se rige por los mismos principios que el caso vectorial.
Para pasar de paramétricas a implicitas, sabiendo que la dimension de B es d, elimi-
naremos los d parametros hasta obtener n — d ecuaciones implicitas independientes.
Para pasar de implicitas a paramétricas, resolvemos el sistema homogéneo asocia-
do para obtener una base de W, tomamos un punto de B, soluciéon del sistema no
homogéneo, y con ello construimos unas ecuaciones paramétricas.

. - N
CALCULO DE ECUACIONES DE LA SUMA E INTERSECCION DE DOS SUBESPA-
CIOS AFINES

Dados subespacios afines By = P, + W;, y By = P, + W5, para obtener
ecuaciones de la suma By + Bs:
1. Buscamos una base de W; + W5 uniendo bases de cada subespacio y
eliminando dependencias lineales.
2. Si By n By = (¢, anadimos a la base el vector Fl?;

3. Formamos unas ecuaciones paramétricas de la suma
==
B+ By, =P +/:{P1P2} + Wy + Wy

4. Eliminamos pardametros para obtener unas ecuaciones implicitas.
Para obtener ecuaciones de la interseccion By n By:

1. Obtenemos ecuaciones implicitas de By y de Bs.
2. Concatenamos las ecuaciones implicitas y eliminamos, si hay dependen-

\ clas. J
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EJjEmMpPLO 1.56

Sean dos rectas en A3, L; que pasa por los puntos P = (0,1,2) y Q = (1,0, 2),
v Lo que viene dada por sus ecuaciones implicitas:

Ty —2T9 = =2
Lo :
2 { X9 +r3 = 3

La recta Ly se puede escribir como L; = (0,1,2) + £{(1,—1,0)}, y unas
ecuaciones paramétricas de L; vienen dadas por

xry = A
Ly:< 20 = 1 —AX
Ty = 2

Eliminando parametros en estas ecuaciones paramétricas obtenemos unas
ecuaciones implicitas de Ly,

Ty +x9 =1
Ly:
! { Ty = 2

Concatenando las ecuaciones implicitas de L; y de Lo, obtenemos unas
ecuaciones de la interseccién:

T +ao = 1
I3 =
LynLsy:
! 2 T —21’2 = =2
To +xr3 = 3

cuyo sistema es compatible y tiene por solucién el punto P = (0,1,2), por lo
que Ly n Ly = {(0,1,2)}.

Para calcular la suma de las dos rectas, primero obtenemos la direccion
de Ly resolviendo su sistema de ecuaciones implicitas. Obtenemos

Ly =(0,1,2) + £{(2,1,-1)}.
Como las dos rectas se cortan, la suma viene dada por
Li+Ly=P+ L{(1,-1,0)} + £{(2,1,-1)} =
(0,1,2) + £{(1,-1,0),(2,1,—-1)}.

Unas ecuaciones paramétricas de la suma son

T = A +2u
L1 + L2 : To = 1 =X +M
T3 = 2 — i

Eliminando pardmetros conseguimos una ecuacién implicita para la suma,
que es un plano
Ly + Ly : {1 + x9 + 3x3 = T}.
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. )
DEFINICION 1.57
Dada R, referencia afin de A, sean P, ..., P; € A puntos afinmente inde-
pendientes y sea B = V{P,, ..., P;} un subespacio afin de dimensién d. Sean
(g, onj, - .., ) las coordenadas baricéntricas de cada P; respecto de R,.
Sean A = (Ao, ..., \,) las coordenadas de un punto Q € By p = (po, .. ., fia)
pardmetros. Unas ecuaciones baricéntricas (con respecto a Py, ..., Py, en coor-
denadas baricéntricas respecto de R,) de B son
A= (aij) Y
. d

con la restriccion 33 oA = X35 o p; = 1. )

EJEMPLO 1.58

Consideremos el espacio afin estdndar A% con la referencia afin estdndar
R. = {(0,0);(1,0),(0,1)}. Sea la recta L : {z1 — x5 = 2} y vamos a obtener
unas ecuaciones baricéntricas de L. Podemos ver

L - V{QO = (0 72)7@1 = (270)}7

y los puntos Qq, @1, en coordenadas baricéntricas respecto de R, son

QO = (37 Oa _Q)Raa Ql = (_L 27 O)Ra
(véase como obligamos a que la suma de coordenadas sea 1, multiplicando el

punto (0,0) por el escalar correspondiente). Por tanto, si (Ao, A1, A2) son las
coordenadas baricéntricas de R € L, se tiene que

Ao 3 -1 ’

M= 0o 2 ( Ho >

Ao 2 0 i
por lo que las ecuaciones baricéntricas de L (respecto de @1, (2, y en coor-
denadas baricéntricas estandar) son

Ao = 3po —lm
)\1 = 2[[111

)\2 = —2/1,0

L = o +

donde hemos anadido la restriccién de que la suma de coordenadas sea 1.

Véase como el hecho de que la suma de cada columna de la matriz sea 1 impli-
o ., o n _d _

ca que la dltima ecuacién recoge ambas restricciones, > A = Z].:O ;= 1.
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dicho de otro modo, R es el
(véase Figura 1.9).

Dado el punto R = (1,—1) = (1,1, —1)g, € L, si resolvemos el sistema
1 3po  —Lu
1 = 2/11
-1 = —Q/L()
1 o +p

que es compatible, obtenemos pg = p; = %, que son precisamente las coorde-
nadas baricéntricas de R = (1, —1) respecto de Qo = (0, —2), ()

(2,0) (o,

punto medio del segmento que une Qg con @)

P
1
Py I
2 1 0 1 20, 3 4
-1
R
Qo

Ficura 1.9. Figura del Ejemplo 1.58.
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4. Problemas 1

PROBLEMA 1.1 Sean los puntos (1,0), (3,2) y (2,—1) en AZ.

(a) Demuestra que forman una referencia afin.
(b) Calcula las coordenadas baricéntricas del origen de coordenadas respecto
de esta referencia afin.

PROBLEMA 1.2 Sean los puntos (1,4), (1,—i) y (1 4+4,1 — i) en AZ.

(a) Demuestra que forman una referencia afin.
(b) Calcula las coordenadas baricéntricas del origen de coordenadas respecto
de esta referencia afin.

PROBLEMA 1.3 Sean los puntos (1,0,0), (—1,—1,2) y (3,0,1) en A3.

(a) Completa una referencia afin con un cuarto punto y calcula las coorde-
nadas baricéntricas del origen de coordenadas respecto de la referencia
afin.

(b) Calcula la matriz de cambio de referencia de esta referencia afin a la
referencia afin estdandar y comprueba que transforma las coordenadas
baricéntricas del origen respecto de ambas referencias.

PROBLEMA 1.4 Prueba que el subconjunto de matrices de traza igual a 3
B = {M € Ms,s(R) : tr(M) = 3}

es un subespacio afin de dimensién 3, con direccion las matrices de traza nula.
Calcula unas ecuaciones implicitas que lo definan.

PrROBLEMA 1.5 Prueba que el subconjunto de matrices cuadradas n x n de de-
terminante igual a 1 no es un subespacio afin de M, ,(R).

PROBLEMA 1.6 Demuestra que el subconjunto de polinomios con coeficientes
reales, que toman un determinado valor b en un punto a

C = {p(z) € Pa(R) : p(a) = b}
es un subespacio afin con direccién
W = {p(z) € Pu(R) : p(a) = 0} .

Calcula su dimensién y unas ecuaciones implicitas que lo definan.
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PROBLEMA 1.7 Sea R, = {(0,0), (1,1),(—1,1)} una referencia afin en A2 y sea
Ra.e la referencia afin estandar. Calcula la matriz de cambio de referencia de la
referencia afin estandar R, . a la referencia afin R, y utilizala para calcular las
coordenadas baricéntricas del punto (2,2) en la referencia afin R,.

PROBLEMA 1.8 Sean los puntos Py = (—2,1), P, = (1,2) y P, = (1,0) en AZ.

(a) Demuestra que R, = {F, Pi, >} es una referencia afin.

(b) Calcula las coordenadas baricéntricas del punto @ = (4, 3) en la referen-
cia afin R,.

(c) Escribe la referencia cartesiana R, asociada a la referencia afin R, y las
coordenadas cartesianas de () en la referencia cartesiana R..

(d) Escribe la matriz de cambio de referencia de R.. a la referencia cartesiana
estandar, y utilizala para comprobar las coordenadas calculadas en el
apartado anterior.

ProOBLEMA 1.9 Prueba que si dos subespacios B, By tienen intersecciéon no
. . 7 . d . ez
vacia, se puede eliminar el término £ {Png} de la definicién de suma de subes-

pacios, y tenemos
By + By =P + (Wl +W2).

PROBLEMA 1.10 Prueba que dos planos distintos en A3, que no son paralelos
intersecan en una recta.

ProBLEMA 1.11 Dado un subespacio afin B de dimensién m y un punto P ¢ B,
demuestra que el subespacio afin {P} + B tiene dimensién m + 1.

PROBLEMA 1.12 Dado un punto P y una recta L contenidos en A%, P ¢ L,
demuestra que existe una unica recta L' paralela a L que pasa por P.

PrROBLEMA 1.13 Dado un punto P y un plano H contenidos en A3, P ¢ H,
demuestra que existe un tnico plano H' paralelo a H que pasa por P.

PrROBLEMA I.14 Muestra, con ayuda de la férmula de Grassmann, que una recta
y un plano no se pueden cruzar en A3.

PrROBLEMA 1.15 Demuestra que dado H < A hiperplano y otro subespacio
Bc A, con Bn H =, entonces B y H son paralelos.
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PROBLEMA 1.16 Sea A un espacio afin con direccién V' y sean B,C' < A subes-
pacios afines con direcciones, respectivamente, W y U, tales que W + U = V.
(a) Prueba que B + C = A.
(b) Prueba que B n C' # (.
(¢) SidimA =n,dimB =my Bn C = L, donde L es una recta, calcula
dim C' (en funcién de n y m).

PROBLEMA .17 Calcula unas ecuaciones implicitas de la recta L = A3, que pasa
por el punto (0,1,0) y es paralela al vector (2,—1,1).

PROBLEMA .18 Calcula unas ecuaciones implicitas de la recta L = A3, que pasa
por el punto (1,1,1) y es paralela a la interseccién de los planos {z1 + 25 = 1}
y {IQ — I3 = —1}

PROBLEMA [.19 Calcula ecuaciones paramétricas e implicitas del plano H < A3
que pasa por P = (0,0,1) y es paralelo a {z1 — 222 — 3x3 = 5}.

PrROBLEMA 1.20 Dadas dos rectas en A}, L; que pasa por los puntos P =
(-1,-1,-1) y @ = (2,0,1), y Ly dada en ecuaciones implicitas
I, - 2$1 —T9 —XI3 = -1
2 @ 4w 4313 = 1

calcula su suma y su interseccién, calculando ecuaciones de ambas.

PrOBLEMA 1.21 Dadas dos rectas en A3, Ly que pasa por los puntos P = (1, 1,0)
y Q= (2,0,2), y Ly dada en ecuaciones implicitas

T —21’2 = -1
Lo :
2 { 31’2 +x3 = 3

calcula su suma y su interseccién, calculando ecuaciones de ambas.

PROBLEMA 1.22 Sean Hy : {x1 —xo + 23 =2} y Hy : {221 + 1y — 223 = —1} dos
planos en A} dados por sus correspondientes ecuaciones implicitas. Calcula su
suma y su interseccién, obteniendo ecuaciones de ambas.
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PRrROBLEMA 1.23 Sea A un espacio afin de dimension n y sean H y L subespacios
afines de A tales que dmH +dimL=n—-1y Hn L =. Sean W, U y V las
direcciones de H, L y A, respectivamente y supongamos que W n U = {6)}
(a) Demuestra que H + L = A.
(b) Demuestra que si anadimos al conjunto formado por una base de W'y
una base de U el vector m, donde P € H, Q € L, completamos una
base de V.
(c) Sean en A} el plano
I { T +x3 = -1
Ty —x3 +xy = 1

y larecta L = V{(1,0,—1,1),(2,a,0,1)}, a € R. Calcula para qué valor
de a H y L se cortan en un punto y calcula el punto de corte.

PrOBLEMA 1.24 Demuestra que R, = {(0,1,0),(1,0,1),(1,1,1),(1,1,0)} es re-
ferencia affn en A2. Calcula la matriz de cambio de base de la referencia afin
R. ala referencia afin estandar R, . y utilizala para calcular el baricentro de la
referencia afin R,.
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