
Caṕıtulo 1

Números reales

Al operar con números se debe precisar el conjunto numérico con el que se trata,
puesto que existen varios conjuntos numéricos que pueden ser utilizados. En general,
si no se especifica, se suele considerar un conjunto de escalares K dotado de dos leyes
de composición interna;

` : KˆK ÝÑ K ¨ : KˆK ÝÑ K
pα, βq ÝÑ α` β pα, βq ÝÑ α ¨ β

y que se cumplen algunas, o todas, de las siguientes propiedades:

pK,`q es un grupo conmutativo si y sólo si la operación ` satisface las
siguientes propiedades para todo α, β, γ P K:

1. Asociativa: pα` βq ` γ “ α` pβ ` γq “ α` β ` γ.
2. Elemento neutro: Denotado 0, tal que α` 0 “ 0` α “ α.
3. Elemento simétrico: El opuesto de α es ´α; α` p´αq “ p´αq ` α “ 0.
4. Conmutativa: α` β “ β ` α.

pK ´ t0u, ¨q es un grupo conmutativo. La operación ¨ satisface las siguientes
propiedades para todo α, β, γ P K´ t0u:

5. Asociativa: pα ¨ βq ¨ γ “ α ¨ pβ ¨ γq “ α ¨ β ¨ γ.
6. Elemento neutro: Denotado 1, tal que α ¨ 1 “ 1 ¨ α “ α.
7. Elemento simétrico: El inverso de α es α´1; α ¨ α´1 “ α´1 ¨ α “ 1.
8. Conmutativa: α ¨ β “ β ¨ α.

La operación ¨ es distributiva respecto de la operación ` en K, es decir, para
todo α, β, γ P K se tiene

9. α ¨ pβ ` γq “ α ¨ β ` α ¨ γ.
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8 Caṕıtulo 1 Números reales

Todas estas propiedades se resumen en la siguiente definición.

Definición 1.1 Estructura de Cuerpo
pK ` ¨q es un cuerpo si y sólo si se cumplen las propiedades del 1 al 9.

Observación La propiedad asociativa es la que permite dar sentido a las sumas,
o a los productos, con más de dos números. Es decir expresiones similares a las
expresiones a`b`c`d y a ¨b ¨c ¨d son sintáticamente correctas gracias a la propiedad
asociativa, puesto que mediante la inclusión de paréntesis se puede expresar como
una cadena de operaciones de dos números cada vez. Además, la forma de cómo se
incluyen los paréntesis no afecta al resultado.

Observación La propiedad distributiva es la que permite, con la mezcla de las
dos operaciones, construir expresiones con sentido. Al hacer uso de esta propiedad
de izquierda a derecha se suele decir que se quitan paréntesis, mientras de el uso de
derecha a izquierda se indica como sacar factor común.

Los conjunto numéricos a los cuales se suele hacer referencia son:

El conjunto N de los números naturales que están definidos mediante los
axiomas de Peano. Se emplean los śımbolos N “ t0, 1, 2, . . .u en lugar de
una notación que haga referencia al número siguiente de un número n, spnq;
N “ t0, sp0q, spsp0qq, . . .u

El conjunto Z de los números enteros que están definidos como clases de equi-
valencia de la relación definida por pn,mqRpp, qq ðñ n`q “ m`p en NˆN.
Se emplean los śımbolos Z “ t. . . ,´2,´1, 0, 1, 2, . . .u en lugar de una notación
de clases; Z “ t. . . , rp0, 2qs, rp0, 1qs, rp0, 0qs, rp1, 0qs, rp2, 0qs, . . .u.

El conjunto Q de los números racionales que están definidos por las clases de
equivalencia de la relación definida por pn,mqRpp, qq ðñ n ¨ q “ m ¨ p en

ZˆpZ´t0uq. Se emplea la escritura de fracción Q “
!a

b
| a, b P Z y b ‰ 0

)

en

lugar de una notación de clases Q “ trpa, bqs | a, b P Z y b ‰ 0u.

El conjunto R de los números reales.

El conjunto C “ ta` ib | a, b P Ru de los números complejos.

Es claro que estos conjuntos están compuestos por elementos de naturaleza distinta
y no hay ninguna relación de contenido como simples conjuntos entre ellos.
Los conjunto anteriores están dotados con una operación suma y una operación
producto, y cumplen distintas propiedades que se resumen diciendo que

pN ` ¨q es un semianillo conmutativo con elemento unidad, puesto que
se cumplen las propiedades 1, 2, 4 , 5, 6, 8 y 9.
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` : Nˆ N ÝÑ N ¨ : Nˆ N ÝÑ N
p0, nq ÝÑ 0` n “ n p0, nq ÝÑ 0 ¨ n “ 0

pn, spmqq ÝÑ n` spmq “ spn`mq pn, spmqq ÝÑ n ¨ spmq “ n ¨m` n

pZ ` ¨q es un anilllo conmutativo con elemento unidad, puesto que se
cumplen las propiedades del 1 al 6, 8 y 9.

` : Zˆ Z ÝÑ Z rpn,mqs ` rph, kqs “ rpn` h,m` kqs

¨ : Zˆ Z ÝÑ Z rpn,mqs ¨ rph, kqs “ rpn ¨ h`m ¨ k,m ¨ h` n ¨ kqs

pQ` ¨q es un cuerpo.

` : QˆQ ÝÑ Q rpn,mqs ` rph, kqs “ rpn ¨ k `m ¨ h,m ¨ kqs

¨ : QˆQ ÝÑ Q rpn,mqs ¨ rph, kqs “ rpn ¨ h,m ¨ kqs

pR` ¨q y pC` ¨q son cuerpos.

La existencia de isomorfismos entre las estructuras algebraicas de los conjuntos
numéricos con una parte de otro conjunto numérico permiten identificar algunos
números de dos conjuntos distintos.

pN ` ¨q y el subsemianillo de los números enteros no negativos, Z` Y t0u, de
pZ ` ¨q. Por ello, se suele hablar de número natural para hacer referencia a
número entero no negativo.

pZ` ¨q y el subanillo de las fracciones con denominador 1 de pQ` ¨q. Por ello,
se suele hablar de número entero para hacer referencia a cualquier fracción de
denominador 1.

pQ`¨q es un subcuerpo de pR`¨q. Cualquier número racional puede ser tratado
como un número real.

pR`¨q es subcuerpo de pC`¨q. Cualquier número real puede ser tratado como
un número complejo de parte imaginaria nula.

Observación La existencia de estos isomorfismos indica que se operan de forma
análoga los números de un cierto conjunto y los números del conjunto imagen. No
distinguir si se trata del conjunto inicial o de su imagen es un uso muy común. Un
ejemplo de este uso impĺıcito, y ambiguo, permite hablar de la suma de un número
real y un número natural o entero. En general, se opera en el marco numérico más
amplio que en este caso es el de los números reales. De esta forma, al número natural
aludido se le representa por el número entero no negativo correspondiente. Este
último es representado por el número racional cuyo numerador ese número entero
y cuyo denominador es 1. De esta forma se establece cierta ambigüedad cuando
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se presentan operaciones donde hay distintos tipos de números por medio, que se
resuelve al considerar el marco operacional más amplio. En cierta medida esto explica
que sea muy común ver la expresión

N Ă Z Ă Q Ă R Ă C,

que sólo tiene sentido operacionalmente y bajo la referencia de los isomorfismos
aludidos de las estructuras algebraicas y de orden.

Otras propiedades: De las propiedades de la estructura de cuerpo se derivan las
siguientes propiedades: Para todo α, β, γ P K,

10. α ¨ 0 “ 0 ¨ α “ 0 para todo α P K.
11. Si α ¨ β “ 0, entonces α “ 0 o β “ 0 (En K no hay divisores de 0).
12. Si α ¨ β “ α ¨ γ y α ‰ 0, entonces β “ γ (P. Cancelativa en pK´ t0u ¨q ).
13. α ¨ α “ α2 ; ¨ ¨ ¨ ; α ¨ αn´1 “ αn. (Potencias en pK ¨q ).
14. pα` βqpα´ βq “ α2 ´ β2 para todo α, β P K.
15. pα` βq2 “ α2 ` 2αβ ` β2 para todo α, β P K (Binomio de Newton).

pα` βqn “
`

n
0

˘

αn `
`

n
1

˘

αn´1β ` ¨ ¨ ¨ `
`

n
n´1

˘

αβn´1 `
`

n
n

˘

βn.

Observación Todas las propiedades mencionadas del 1 al 15 se cumplen sobre
cualquier cuerpo, por ello, se cumplen en Q,R y C. En Z se cumplen todas menos
la propiedad 7 y en N se cumplen todas menos las propiedades 3, 7 y la propiedad
14 por no está definida en N la expresión α´ β.

Nota En K escribiremos αβ en lugar de α¨β y expresiones como 3α para representar
a α ` α ` α o α3 para representar a α ¨ α ¨ α. De forma análoga se interpretan las
expresiones nα y αn para cualquier n P N.

Definición 1.2 Estructura de Cuerpo ordenado
pK ` ¨ ďq es un cuerpo ordenado si y sólo si pK ` ¨q es un cuerpo,
pK ďq es un conjunto ordenado con orden total y la relación de orden ď es
compatible con las dos operaciones ` y ¨ . Es decir, para todo α, β, γ, ρ P K:

Si α ď β y γ ď ρ, entonces α` γ ď β ` ρ.
Si 0 ď α y 0 ď β, entonces 0 ď αβ.

En un cuerpo ordenado se debe cumplir que si α ‰ 0 entonces 0 ă α2. Además,
0 ă 1 y por tanto ´1 ă 0. En general un cuerpo puede carecer de una estructura
de orden total compatible con las operaciones, por ejemplo pC ` ¨q puesto que si
α “ i ‰ 0 se tiene α2 “ ´1 ă 0.

Ejemplo 1.3 Orden en un cuerpo
Una forma habitual de crear un orden compatible con las operaciones consiste en
determinar la existencia de un subconjunto K` que cumpla las condiciones:
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1. 0 R K`, donde 0 es el elemento neutro de la suma.

2. Para cualquier a P K se cumple que o a P K` o a “ 0 o ´a P K`, donde ´a
es el elemento opuesto para la suma.

3. Para cualquier a, b P K` se cumple a` b P K` y ab P K`. ♣

Proposición 1.4 La relación

a ď b ðñ a “ b o b´ a P K`

es una relación de orden total compatible con las operaciones.

Demostración

La propiedad reflexiva, @a P K se cumple a ď a por definición de la relación.

La propiedad antesimétrica se cumple. Si a ď b y b ď a, y suponemos que a ‰ b, se
tiene que b ´ a, a ´ b P K` que es una contradicción. El escalar b ´ a y su opuesto
a´ b no pueden pertenecer a K`.

La propiedad transitiva se cumple. Si a ď b y b ď c, entonces b´a P K` y c´b P K`.
Aśı pues, pc´ bq ` pb´ aq “ c´ a P K`, es decir, a ď c.

Además, de la segunda propiedad de K` se obtiene que se es un orden total, puesto
si a, b P K, entonces o bien b´ a P K`, es decir a ď b), o b´ a “ 0, es decir a “ b, o
´pb´ aq “ a´ b P K`, es decir b ď a. ♣

Observación Al conjunto K` se le denomina el conjunto de escalares positivos.
Además, se considera la relación estricta: a ă b ðñ b´a P K` que no es de orden,
por no cumplir la propiedad reflexiva.

Ejercicio 1.5 Una propiedad del orden

Si α ď β y 0 ă γ, entonces αγ ď βγ.

Solución

Si α ď β, entonces o α “ β o 0 ă β ´ α. En el caso α “ β se tiene αγ “ βγ. En el
caso 0 ă β´α, como 0 ă γ se tiene 0 ď pβ´αqγ “ βγ´αγ, es decir, αγ ď βγ. ♣

Práctica 1.6 Otras propiedades del orden

Si 0 ă α, entonces 0 ă α´1.

Si 0 ă α ď β, entonces 0 ă β´1 ď α´1.

Si α ď β ă 0, entonces β´1 ď α´1 ă 0.
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Ejemplo 1.7 Valor absoluto en un cuerpo ordenado
La existencia de subconjunto K` en un cuerpo ordenado pK ` ¨ ďq permite definir
la aplicación valor absoluto de la forma siguiente:

| | : K ÝÑ K` Y t0u |α| “

$

&

%

α si α P K`
0 si α “ 0

´α si α R K` Y t0u ♣

Ejercicio 1.8 Propiedades del valor absoluto
|αβ| “ |α| ¨ |β| , |α` β| ď |α| ` |β|.

Solución
Si 0 ă α y 0 ă β, entonces 0 ă αβ y 0 ă α` β. Luego,

|αβ| “ αβ “ |α| ¨ |β| ; |α` β| “ α` β “ |α| ` |β|.

Si α ă 0 y β ă 0, entonces 0 ă αβ y α` β ă 0. Luego,

|αβ| “ αβ “ p´αqp´βq “ |α| ¨ |β| ; |α` β| “ ´pα` βq “ ´α´ β “ |α| ` |β|.

Si α ă 0 y 0 ă β, entonces αβ ă 0 y α` β ă ´α` β. Luego,

|αβ| “ ´αβ “ p´αqβ “ |α| ¨ |β| ; |α` β| ă | ´ α` β| “ ´α` β “ |α| ` |β|.

El caso 0 ă α ă 0 y β ă 0 es análogo al anterior. ♣

Práctica 1.9 Otras propiedades del valor absoluto
|α| “ | ´ α| , |α´ β| ě |β| ´ |α|.

Ejercicio 1.10 Distancia definida en un cuerpo ordenado
La aplicación d : K ˆ K ÝÑ K` Y 0 definida por dpα, βq “ |β ´ α| cumple las
propiedades:

@α, β P K dpα, βq ě 0.
@α, β P K dpα, βq “ 0 ðñ α “ β.
@α, β P K dpα, βq “ dpβ, αq.
@α, β, γ P K dpα, γq ď dpα, βq ` dpβ, γq.

Solución
Al aplicar la definición de d y las propiedades del valor absoluto se tiene:

dpα, βq “ 0 ðñ |β ´ α| “ 0 ðñ β ´ α “ 0 ðñ β “ α.

dpα, βq “ |β ´ α| “ |α´ β| “ dpα, βq.

dpα, γq “ |β ´ γ| “ |α´ β ` β ´ γ| ď |α´ β| ` |β ´ γ| “ dpα, βq ` dpβ, γq. ♣
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1.1. Números decimales

Cada número racional es una clase rpa, bqs de pares de números enteros correspon-
diente al conjunto cociente pZ ˆ pZ ´ t0uq{R mediante la relación de equivalencia
definida sobre Zˆ pZ´ t0uq de la forma

pa, bqRpc, dq ðñ ad “ bc ; rpa, bqs P pZˆ pZ´ t0uq{R “ Q.

Un número racional rpa, bqs se suele escribir en forma de fracción,
a

b
, de números

enteros. Si bien, cualquier número racional α puede ser representado por cada ele-

mentos de la clase y, por tanto, por distintas fracciones de la forma
a

b
, resulta que

existe una única fracción
a1

b1
, con b1 P Z ´ 0, tal que 1 “ mcdp|a1|, |b1|q. Este repre-

sentante es denominado fracción irreducible.

Al proceso de hallar la fracción irreducible equivalente a una fracción dada se le

denomina “simplificar la fracción”. Por ejemplo,
35

´42
“
´5

6
ya que 7 “ mcdp35, 42q

y 35 “ 7 ¨ 5 y 42 “ 7 ¨ 6.

Cuerpo de los números racionales

Las operaciones en el conjunto Q, se definen de la manera siguiente:

a

b
`
c

d
“
ad` bc

bd
y

a

b
¨
c

d
“
ac

bd
, @

a

b
,
c

d
P Q,

donde 0 “
0

1
es el elemento neutro de la suma y 1 “

1

1
es el elemento neutro del

producto.

En Q se consideran el subconjunto Q` de los números racionales positivos o cero y
el subconjunto Q´ de los números negativos o cero.

Q` “
!a

b
P Q | ab ě 0

)

“ Q` Y t0u y Q´ “
!a

b
P Q | ab ď 0

)

“ Q´ Y t0u,

que cumplen:

Q` YQ´ “ Q y Q` XQ´ “ t0u.

La suma y el producto son operaciones cerradas en Q`. Es decir, si α, β P Q`,
entonces α` β P Q` y αβ P Q`.
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En Q se define la relación de orden de la forma siguiente:

α ď β si y sólo si β ´ α P Q` @α, β P Q.

Observación Esta relación de orden es de orden total

@α, β P Q se cumple α ă β o α “ β o α ą β.

Este orden es compatible con la suma, es decir,

α ď β si y sólo si γ ` α ď γ ` β @α, β, γ P Q.

Todo esto se recuerda diciendo que pQ ` ¨ ďq es un cuerpo ordenado.

Como en todo cuerpo ordenado, Q satisface las propiedades siguientes:

16. Si α ď β y α1 ď β1, entonces α` α1 ď β ` β1.

17. Si α ď β, entonces ´β ď ´α.

18. Si α ď β y 0 ď γ, entonces αγ ď βγ.

19. Si α ď β y γ ď 0, entonces βγ ď αγ.

20. Para todo α P Q, α2 ě 0.

21. Si α ą 0, entonces α´1 ą 0.

22. Si 0 ă α ď β , entonces 0 ă β´1 ď α´1.

23. Si α ď β ă 0, entonces β´1 ď α´1 ă 0.

Observación En muchos ejercicios de este texto se presenta la necesidad de tratar
con una inecuación. Las propiedades de la 18 a la 23 muestran la forma en la cual se
transforma la desigualdades cuando se opera con ellas. Por ejemplo, de la propiedad
19 se tiene que si α ď β entonces ´β ď ´α y de la propiedad 22 que para dos

números positivos tales que α ď β entonces
1

β
ď

1

α
.

Otras propiedades importantes las presentan los siguientes resultados:

Propiedad arquimediana de Q

24. Para todo α P Q tal que α ą 0, y para todo β P Q, existe n P N tal que nα ą β.

Demostración
Se considera α “

a

b
con b ą 0 y β “

c

d
con d ą 0, entonces tan sólo hay que

determinar un número natural n tal que
β

α
“
bc

ad
ă n, o lo que es lo mismo, bc ă nad.

Se tienen lo números enteros ad ą 0 y bc, por tanto la propiedad arquimediana de
Z nos asegura la existencia de ese n. ♣
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Propiedad de orden divisible

25. El orden de Q es divisible, es decir, para todo α, β P Q, tales que α ă β,
existe γ P Q tal que α ă γ ă β.

Demostración

Si α ă β, entonces 2α ă α` β ă 2β. Luego, se tiene que α ă
α` β

2
ă β. ♣

Valor absoluto en Q Sea α P Q, se define |α| “

"

´α si α ă 0
α si α ě 0

Figura 1.1: Representación de Q en una ĺınea recta.

Distancia en Q dpα, βq “ |α´ β|, @α, β P Q.

Ejercicio 1.11
La ecuación x2 “ 2 no tiene solución en Q.

Solución

Supuesto que Dx P Q, tal que x2 “ 2, se considera la fracción irreducible de x “
a

b
con mcdta, bu “ 1.

x2 “ 2 ðñ
a2

b2
“ 2 ðñ a2 “ 2b2 ùñ 2|a2 ùñ 2|a,

es decir, 2 divide al número entero a.

2|a ðñ 22|a2 ùñ 2|b2 ùñ 2|b.

Luego, mcdta, bu “ 2 ‰ 1; contradicción. Aśı pues, no es posible suponer que existe
un x racional solución de esa ecuación. ♣

Práctica 1.12
Sean n, p P N con n ą 2 y p un número primo. Demostrar que no existe ráız racional
alguna de la ecuación xn “ p.
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Práctica 1.13 Proyección natural de Z en Q
Demostrar que la aplicación p de pZ ` ¨ ďq a pQ ` ¨ ďq definida por ppnq “

n

1
es un monomorfismo algebráico y de orden; homomorfismo inyectivo que conserva el
orden.

ppkm` nq “ kppmq ` ppnq
Si m ď n, entonces ppmq ď ppnq.

Nota Se utiliza la notación entera n en lugar de la notación
n

1
en este texto.

Además, se entenderá a esta fracción como un número entero. Lo mismo con los
números naturales.

Elementos de un conjunto ordenado

En el conjunto K, con K P tN, Z, Q y Ru, está definida la relación de orden habitual,
ď, menor o igual que es una relación de orden total. Es decir, para cualesquiera
a, b P K se cumple a ď b o b ď a (a ă b o a “ b o a ą b).

Ese orden total nos permite disponer de un modelo gráfico del conjunto incluido en
una ĺınea recta. Es decir, K se interpreta como un conjunto de puntos en una ĺınea
recta, véase la figura 1.1. Este modelo sobre la recta nos permite hacer referencia a
un número a P K diciendo que se tiene un punto a de la recta K.

Observación Una representación bidimensional posible podŕıa ser la gráfica de la
parábola cúbica y “ x3 donde el orden estaŕıa definido por x ď x1 ðñ ypxq ď ypx1q.
Ahora bien, las operaciones algebraicas no tendŕıan una interpretación tan simple
como en una recta.

Intervalos: Sean a, b P K tales que a ď b, se denomina:

Intervalo abierto pa, bq: Es el conjunto pa, bq “ tx P K | a ă x ă bu.

Intervalo cerrado ra, bs: Es el conjunto ra, bs “ tx P K | a ď x ď bu.

Intervalo semiabierto : Es cada uno de los siguientes conjuntos:

pa, bs “ tx P K | a ă x ď bu y ra, bq “ tx P K | a ď x ă bu.

Intervalos iniciales y finales: Sea a P K, se denomina:

Intervalo inicial abierto pÐ, aq “ tx P K|x ă au.

Intervalo final abierto pa,Ñq “ tx P K|a ă xu.

Intervalo inicial cerrado pÐ, as “ tx P K|x ď au.
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Intervalo final cerrado ra,Ñq “ tx P K|a ď xu.

Ejemplo 1.14 En el caso de pR, ď q, la forma habitual de representar los
intervalos como segmentos en una recta. La expresión a ď b se traduce gráficamente
en que el punto a está a la izquierda del punto b en la recta.

Figura 1.2: Intervalo cerrado ra, bs en R

En el caso de pR, ď q los intervalos iniciales y finales se denominan semirrectas y
se escriben de la forma p´8, aq, pa,8q, p´8, as yra,8q respectivamente. En el caso
de Q las representaciones son similares debido a que el orden de Q es dividido, sin
embrago se sobreentiende que hay huecos invisibles. En general, para Q se escriben
como pa, bq X Q, p´8, aq X Q, pa,8q X Q De forma análoga se escriben pa, bq X Z,
p´8, aq X Z y pa,8q X Z en Z, si bien en la recta tan sólo se marcan los multiplos
del segmento unidad. ♣

Dado un subconjunto A Ă K, se denomina:

Cota superior del conjunto A: Una cota superior de A es cualquier elemento
u P K que cumple que @x P A x ď u.

Cota inferior del conjunto A: Una cota inferior de A es cualquier elemento
b P K que cumple que @x P A b ď x.

A conjunto acotado superiormente: El conjunto A es acotado superior-
mente si existe una cota superior de A.

A conjunto acotado inferiormente: El conjunto A es acotado inferiormente
si existe una cota inferior de A.

A conjunto acotado: El conjunto A es acotado si lo es tanto superiormente
como inferiormente.

Observación Un conjunto A es acotado si y sólo si existen dos elementos a, b P K
tales que A Ă ra, bs. Un conjunto B no está acotado superiormente si y sólo si para
todo k P K existe u P B tal que k ď u. Análogamente, un conjunto no es acotado
inferiormente si y sólo si para todo k P K existe b P B tal que b ď k..

Dado un subconjunto A Ă K, se denomina:
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Máximo del conjunto A: Es un elemento M P A tal que @x P A x ď M .
Se denota M “ máxpAq.

Mı́nimo del conjunto A: Es un elemento m P A tal que @x P A m ď x. Se
denota m “ mı́npAq.

Supremo del conjunto A: Es una cota superior s P K tal que s ď u para
toda cota superior u de A. Se denota s “ suppAq.

Ínfimo del conjunto A: Es una cota inferior i P K tal que d ď i para toda
cota inferior d de A. Se denota i “ ı́nfpAq.

Observaciones: El ı́nfimo de un conjunto A es el máximo del conjunto de las cotas
inferiores de A, y el supremo de A es el mı́nimo del conjunto de las cotas superiores
de A.

De la definición se deduce directamente que si un conjunto posee máximo, entonces
posee supremo y, entonces suppAq “ máxpAq. Análogamente, si un conjunto posee
mı́nimo, entonces posee ı́nfimo, e ı́nfpAq “ mı́npAq.

Observación El supremo o el ı́nfimo de un conjunto A Ă K puede existir o no.
Ahora bien, La existencia de un supremo o un ı́nfimo de A no asegura la existencia
de un máximo o un mı́nimo de A. .

Ejemplo 1.15
En el caso de pQ, ď q se tienen conjuntos acotados que no poseen ni ı́nfimos ni
supremos. El conjunto A no tiene ni supremo ni ı́nfimo.

A “ tx P Q|x2 ď 2u.

Es acotado pues A Ă r´3, 3s. Supuesto que Ds “ suppAq P Q, entonces el conjunto
B “ tx2|x P Au Ă r´2, 2s cumple que s2 “ sup2pBq “ 2. Lo que representa una
contradicción pues la ecuación x2 “ 2 no tiene ráıces racionales.
De forma análoga se muestra que no posee ı́nfimo. ♣

Aproximación decimal de un número racional

En el sistema decimal, cuando escribimos el número 71223 queremos indicar el núme-
ro entero siguiente:

7 ¨ 104 ` 1 ¨ 103 ` 2 ¨ 102 ` 2 ¨ 10` 3,

mientras que si escribimos 71223,145 indicamos el número racional:

7 ¨ 104 ` 1 ¨ 103 ` 2 ¨ 102 ` 2 ¨ 10` 3` 1
1

10
` 4

1

102
` 5

1

103
,
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que escrito en la forma de fracción es
71223145

103
.

Definición 1.16 Notación decimal exacta en base 10
Un número decimal exacto es un número racional que se puede expresar
como una fracción de enteros donde el denominador es una potencia de 10.
También se denota por número decimal finito o, simplemente, número de-
cimal.

Ejemplo 1.17

Los números racionales
1

5
, ´

3

60
y 7 pueden ser escritos como

1

5
“

2

10
, ´

1

20
“ ´

5

102

y 7 “
7

1
“

7

100
. Luego, son números decimales exactos. Escribimos la forma decimal

de las fracciones
1

5
“ 0,2, ´

1

20
“ ´0,05 y 7 “ 7,0. ♣

Nota En programas de ordenador, calculadoras o en inglés la coma separadora de
la parte entera de las cifras decimales se sustituye por un punto. Se suele emplear
la escritura 7.2 en lugar de 7, 2 o 712. Además, conviene recordar que los ordenado-
res operan, principalmente, con dos tipos de datos numéricos, integer para tratar
con algunos números enteros con aritmética exacta y float para tratar con algunos
números racionales con una aritmética no exacta denominada punto flotante.

Ejemplo 1.18 Números racionales sin representación decimal finita

No todos los números racionales se escriben como un número decimal exacto. Por

ejemplo
1

3
y

3

7
no son números decimales exactos. Lo demostramos utilizando el

método de reducción al absurdo.

Si fuera
1

3
“

a

10n
con n P N, se tendŕıa que 10n “ 3a y en consecuencia 3 seŕıa un

divisor de 10n. Esto es falso. ♣

Cualquier número racional α “
a

b
P Q`, que no sea un número decimal exacto, se

puede encuadrar entre dos números decimales exactos “consecutivos” a una distancia
tan pequeña como se quiera. Supuesto que α ą 0 (el caso negativo es similar), esto
quiere decir que para todo n P N, existe un único c P N que cumple:

c

10n
ă α ă

c` 1

10n
.
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Si la expresión
a

b
del racional α es irreducible, esas desigualdades equivalen a:

bc ă a 10n ă bpc` 1q.

El número c es el cociente en la división entera de a 10n entre b.

El número decimal exacto
c

10n
se denomina aproximación decimal exacta de α

de orden n por defecto. El número decimal exacto
c` 1

10n
es la aproximación

decimal exacta de α de orden n por exceso. Además, respecto a la distancia

d
´ c

10n
, α

¯

ă d

ˆ

c

10n
,
c` 1

10n

˙

“
1

10n
.

Dado α “
a

b
P Q, con

a

b
irreducible, vamos hallando sus aproximaciones decimales

por defecto, con cada vez más cifras decimales. Es decir, iteramos el proceso de ir
añadiendo ceros al dividendo a y proseguimos la división entre b. En cada paso puede
ocurrir dos cosas:

1. Si α es un número decimal exacto, todas las cifras decimales a partir de un
orden n son cero.

2. Si α no es un número decimal exacto, vamos obteniendo los restos de la divi-
sión entera de a ¨ 10n entre b. Como todos estos restos son números naturales
estrictamente menores que b, sólo pueden tomar un número finito de valores y
por tanto en un número finito de divisiones (a lo más “b”) vuelve aparecer un
mismo resto, momento a partir del cual el proceso se repite. Es decir, a partir
de un rango, las cifras decimales de las aproximaciones por defecto se repiten
periódicamente. En este caso se habla de número decimal periódico.

Si el conjunto de las cifras decimales que se repiten, el periodo, empieza inmediata-
mente después de la coma, se dice que es una expresión decimal periódica pura,
si no diremos que es una expresión decimal periódica mixta. Si el periodo es
0 se trata de un número decimal exacto. A cada número racional se le asocia una
expresión decimal finita (exacta) o ilimitada (periódica).

Definición 1.19 Notación decimal exacta en base 2
Un número decimal binario exacto es un número racional que se puede
expresar como una fracción de enteros donde el denominador es una potencia
de 2.

Ejemplo 1.20

Los números racionales
3

2
, ´

11

4
y 7 pueden ser escritos en notación decimal binaria
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exacta como:

3

2
”

11pbq

10pbq
“ 1,1pbq, ´

11

4
” ´

1011pbq

100pbq
“ ´1,11pbq y 7 “

7

1
”

111pbq

1pbq
“ 111,0pbq

Los números
1

5
, ´

1

3
sólo admiten una expresión decimal binaria periódica.

1

5
“ 0,2 ”

1pbq

101pbq
“ 0,00110001100011...pbq,

1

3
“ 0,3333... ”

1pbq

11pbq
“ 0,010101pbq. ♣

Observación La expresión decimal finita o ilimitada de un número decimal de-
pende de la base numérica en la que se le represente.

Un experimento inductivo
Un segmento unitario es dividido en dos partes de igual longitud. Sólo una de
esas partes se vuelve a dividir en dos de la misma longitud. Si el proceso se
reitera sucesivamente, se continúa haciendo este tipo de división con una de
las partes obtenidas en el proceso de división anterior.

Se obtiene una sucesión P de segmentos disjuntos, salvo sus extremos, cuyas
longitudes son representables por un número racional;

1

2
“ 0,5 ” 0,1pbq,

1

4
“ 0,25 ” 0,01pbq,

1

8
“ 0,125 ” 0,001pbq, ¨ ¨ ¨

Elegido un subconjunto finito de segmentos de P y unidos los segmentos
por los extremos, se construye un segmento rectiĺıneo cuya cierta longitud se
expresa mediante una expresión decimal binaria finita. Por ejemplo, con los
segmentos de longitud 0,01b, 0,001b y 0,00001b se construye un segmento de
longitud 0,01101b.

Al elegir todo el conjunto P y unirlos sus segmentos, ¿se reconstruye el seg-
mento inicial? Si es aśı, entonces su longitud se podŕıa expresar mediante
una expresión decimal binaria ilimitada, periódica, 0,1111 ¨ ¨ ¨b. Aśı pues, se
tendŕıa en términos de longitud que 1 ” 0,1111 ¨ ¨ ¨b.

El segmento construido con un subconjunto no finito de P que correspondiera
a una expresión decimal binaria periódica, por ejemplo 0,001001001 ¨ ¨ ¨b, nos
permite observar un segmento n-esimo es utilizado puesto que el correspon-
diente d́ıgito n-esimo de la expresión decimal es 1. Este d́ıgito es 0, si no se
utiliza dicho segmento.
Si los ceros de una expresión decimal binaria ilimitada están distribuidos me-
diante un patrón fijo repetido una y otra vez dentro de esa expresión, entonces
la longitud del segmento unión se expresa mediante un número racional.
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A un segmento unión correspondiente a una expresión decimal binaria ilimitada no
periódica, por ejemplo 0,101001000100001 ¨ ¨ ¨b, no se le puede asignar una longitud
racional. Es ahora cuando se debe dar sentido, en términos de longitud, a las expre-
siones decimales binarias ilimitada no periódicas ampliando el concepto de número
incluyendo a los denominados números irracionales.

En un número irracianal ocurre que la distribución de los d́ıgitos 0 en la expresión de-
cimal binaria ilimitada no siguen un patrón reiterado exacto como en las expresiones
periódicas.

Observación Al utilizar base 2 podemos interpretar que un número decimal bina-
rio exacto, por ejemplo 0,00101pbq, puede ser expresado con una única expresión deci-
mal binaria ilimitada como 0,0010011111 ¨ ¨ ¨pbq. Es decir, 0,00101pbq ” 0,0010011111 ¨ ¨ ¨pbq.
Esto es aśı puesto que la longitud de las piezas correspondientes a la expresión
0,0000011111b es la misma longitud de la pieza de longitud 0,00001b, dado que
esa cola de d́ıgitos 1 se obtienen por sucesivas divisiones del segmento de longitud
0,000001b. Análogamente, se tiene en base 10 que 0,125 ” 0,1249999 ¨ ¨ ¨ .

Un número real podŕıa verse, bajo forma numérica decimal, como un número
entero seguido de una infinidad de decimales. Es decir, un número real es un
número racional o un irracional.

Ejemplo 1.21

El número 0,324324324324324 . . . es el número racional
324

999
.

El número 12,235414141414141 . . . es el número racional
1211306

99000
.

El número 1, 41421356237309504880168872420969807856967187537694 . . . es un núme-
ro irracional que suele escribirse como

?
2.

El número 0,123456789101112131415161718192021 . . . es un número irracional. ♣

Práctica 1.22
Determine aquellos números que son racionales, y en su caso escriba la forma de
fracción del número. a “ 120,1212112112112 . . .,
b “ 22,11521515151515 . . ., c “ 1, 21416181101121141161 . . .,
d “ 10,1203400560007800009100000011120000001314 . . ..

Práctica 1.23
Determine una expresión decimal de los números racionales en base 10 y en base 2.

a “
15

6
, b “

1

20
y c “

25

48
.
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Observación Partir de una definición de este tipo dado para construir los números
reales plantea problemas incluso cuando se le hubiese dado un sentido preciso a las
expresiones decimales (ilimitadas).

Un inconveniente es que la expresión decimal no es única, pues 0, 999999999 . . . y
1, 0000000000 . . . representan el mismo número real.

Otro inconveniente es que las operaciones entre expresiones decimales no siempre
son tan fáciles de definir. Para conocer la quinta cifra decimal de una suma o de
un producto de expresiones decimales ilimitadas habŕıa que conocer todas las cifras
decimales de los números considerados: un cambio en la milésima cifra decimal puede
producir una alteración en todas las demás que se iŕıa propagando de derecha a
izquierda.

Nota De las formulaciones más precisas que se dieron a lo largo del siglo XIX del
concepto de número real, la que más se aproximaba al concepto de expresión decimal,
fue la que propuso Weierstrass, que expresaba el concepto mediante intervalos enca-
jados. Dichos intervalos se iban formando con las aproximaciones decimales finitas
por defecto y por exceso de la expresión decimal ilimitada.

Nota El conocimiento de que las medidas de la diagonal y del lado de un cuadrado
son un par de números inconmensurables se debe a los matemáticos griegos. Es decir,
la razón entre esas medidas no es un número racional. La escuela pitagórica se planteó
si admitir únicamente las razones correspondientes a medidas conmensurables, los
números racionales. Sólo exist́ıa una salida a esa dificultad: o se consideraba que la
diagonal de un cuadrado no se entend́ıa como medible, o se aceptaba la existencia
de nuevos números imperfectos; los que seŕıan definidos por expresiones decimales
ilimitadas (no periódicas). Las cantidades incomensurables afectaba a la forma de
entender resultados como los teoremas de Tales y de Pitagoras.

1.2. El cuerpo de los números reales

Una vez descritos los números racionales, Q, y sus expresiones decimales ilimitadas,
introducimos directamente los números reales, R, haciendo uso de las propiedades
que comparte con Q, ya que los dos son cuerpos ordenados, y enunciado la propiedad
que no comparten. Con la presentación de R de forma directa nos obliga a demostrar
la existencia de este cuerpo ordenado y construir, al menos, un modelo de él.

Supondremos pues que existe un cuerpo pR,`, ¨,ďq ordenado, extensión del cuerpo
ordenado pQ,`, ¨,ďq y que cumple la propiedad del supremo. Es decir, R contiene
a Q y cumple las veintiséis propiedades que cumple Q más el axioma del supremo.
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Axioma del supremo

27. Todo subconjunto de R no vaćıo y acotado superiormente tiene supremo.

Los elementos de R´Q se denominan números irracionales.

Observación El hecho de que haya expresiones decimales que no definen un
número racional se traduce en que en Q no se cumple la propiedad del supremo. Es
decir, existen en Q subconjuntos acotados superiormente que no admiten supremo.
Por ejemplo, el conjunto A “ tx P Q | x3 ă 5u no posee supremo en Q. Sin embargo,
en R si tiene y se representa con suppAq “ 3

?
5.

Observación La compatibilidad del orden con las operaciones permite deducir de
la propiedad del supremo la propiedad del ı́nfimo (véase el ejercicio 1.99).

Nota Si un conjunto A no es acotado superiormente se escribe suppAq “ 8.
Análogamente, se escribe ı́nfpAq “ ´8 para indicar que A es un conjunto no acotado
inferiormente. Evidentemente, estos śımbolos ´8 y8 son muy utilizados en el texto,
sin embargo no representan a número real alguno.

Ejemplo 1.24 El número e

El conjunto: A “
 `

1` 1
n

˘n
| n P N´ t0u

(

es un conjunto acotado superiormente
puesto que al desarrollar mediante el binomio de Newton cada elemento de A se
obtiene:

ˆ

1`
1

n

˙n

“ 1`

ˆ

n

1

˙

1

n
`

ˆ

n

2

˙

1

n2
` ¨ ¨ ¨ `

ˆ

n

n

˙

1

nn

“ 1` 1`
1

2!

ˆ

1´
1

n

˙

`
1

3!

ˆ

1´
1

n

˙ˆ

1´
2

n

˙

` ¨ ¨ ¨

¨ ¨ ¨ `
1

n!

ˆ

1´
1

n

˙

¨ ¨ ¨

ˆ

1´
n´ 1

n

˙

.

Aśı se observa que

ˆ

1`
1

n

˙n

ď 1` 1`
1

2!
` ¨ ¨ ¨ `

1

n!
ď 1` 1`

1

2
`

1

22
` ¨ ¨ ¨ `

1

2n´1
ă 3.

Al supremo de A, se denomina número e “ sup
 `

1` 1
n

˘n
|n P N

(

. ♣

Ejercicio 1.25 Unicidad del supremo y del ı́nfimo
Dado un subconjunto A Ă R, demuestre los siguientes apartados:
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1. Si existe el máximo, o el mı́nimo, del conjunto A, entonces éste es único.

2. Si existe el supremo, o el ı́nfimo, del conjunto A, entonces éste es único.

3. Si existe el supremo s del conjunto A y s P A, entonces s es el máximo de A.

4. Si existe el ı́nfimo i del conjunto A e i P A, entonces i es el mı́nimo de A.

Solución
1. Supuesto que existen M,M 1 P A tales que para cualquier x P A se cumple que
x ď M y x ď M 1. En particular, se cumple que M 1 ď M y M ď M 1, luego se
obtiene M “ M 1 directamente de la propiedad antisimétrica. Lo mismo ocurre con
el mı́nimo.

2. Como el supremo de A es el mı́nimo de las cotas superiores, entonces es único al
aplicar la primera propiedad. Similar razonamiento se hacer con el ı́nfimo. ♣

En R se definen:

El valor absoluto de a P R: |a| “

"

´a si a ă 0
a si a ě 0

,

que cumple las propiedades:

• |a| ě 0 para todo a P R. |a| “ 0 si y sólo si a “ 0.

• |ab| “ |a| |b| para todo a, b P R.

• |a` b| ď |a| ` |b| para todo a, b P R.

La distancia entre dos números dpa, bq “ |a´ b|, para todo a, b P R.

La parte entera de un número: Para cualquier a P R. Se denomina parte
entera de a al número entero z P Z tal que

z ď a ă z ` 1 .

Se denota por Epaq o ras.

Observación: Epnq “ n para todo n P Z. Además, Ep2, 5q “ 2 y r´2, 5s “ ´3.

Ejemplo 1.26 Aproximación decimal exacta de un número real
Veamos como se obtiene la expresión decimal de un número real usando la parte
entera del número. Se calcula el truncamiento, de cualquier orden n P N, de un
número real a, o lo que es lo mismo, la aproximación decimal exacta de a de
orden n por defecto y la aproximación por exceso.
Sean a P R y n P N. Se considera el número 10na. Se tiene que

Ep10naq ď 10na ă Ep10naq ` 1 ðñ
Ep10naq

10n
ď a ă

Ep10naq ` 1

10n
.
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Los números
Ep10naq

10n
y
Ep10naq ` 1

10n
son dos números decimales exactos, de n cifras

decimales, consecutivos que se denominan, respectivamente, aproximación decimal
de a de orden n por defecto y por exceso. ♣

Observación Una aproximación decimal exacta, del orden 7 y por defecto, del
número

?
2 es 1, 4142135, y del número e es 2, 7182818. Con

?
2 representamos al

números irracional positivo que cumple la ecuación x2 “ 2, ya que esa ecuación no
posee ráıces racionales.

Sucesión de números racionales

Se considera el conjunto QN de aplicaciones de N a Q. Cada una de estas aplicaciones
es denominada una sucesión de números racionales. Además, como existe una
biyección de N con cualquier subconjunto infinito A de N, entonces, por extensión,
se denomina sucesión a cualquier aplicación del conjunto QA.

Ejemplo 1.27 Notaciones de una sucesión numérica

La sucesión s : N ÝÑ Q definida por spnq “
n2 ` 3n` 1

n2 ` 5
suele ser descrita haciendo

uso del conjunto imagen de la aplicación tspnqunPN o tspnqu indicando un término

genérico spnq “
n2 ` 3n` 1

n2 ` 5
o término general.

Otra formas son
"

n2 ` 3n` 1

n2 ` 5

*

nPN
o

"

n2 ` 3n` 1

n2 ` 5

*

, y

ˆ

n2 ` 3n` 1

n2 ` 5

˙

nPN
o

ˆ

n2 ` 3n` 1

n2 ` 5

˙

.

También se usan las notaciones pspnqqnPN o pspnqq, y psnqnPN o psnq para casos
generales sin destacar si está definida para N o una parte infinita de N. ♣

Nota Cuando se escribe la sucesión

ˆ

1

n

˙

se omite decir que está definida en

A “ tn P N|n ą 0u. Este conjunto A se sobreentiende.

Lo mismo ocurre con la sucesión

ˆ

n2 ´ 5n` 1

n2 ´ 3n` 2

˙

donde se excluyen impĺıcitamente

los casos de n “ 1 y n “ 2.

Nota La suma, `, y el producto, ¨ , de dos sucesiones está definida como la suma
y producto de aplicaciones. Aśı como, el producto de una sucesión por un escalar
λ P Q.

pcnq “ panq ` pbnq ðñ @n P N cn “ an ` bn.
pcnq “ panqpbnq ðñ @n P N cn “ anbn.
pcnq “ λpanq ðñ @n P N cn “ λan.
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Práctica 1.28 Estructura algebráica en QN

Demuestre que
`

QN ` ¨
˘

tiene estructura de anillo con elemento unidad, y que QN

con la suma y el producto por un escalar es un Q espacio vectorial.

Ejemplo 1.29 Representaciones gráficas de una sucesión numérica
Una sucesión puede ser representada mediante el grafo constituido por el conjuntos
de puntos G “ tpn, anq P NˆQ|n P Nu como se puede ver en la figura 1.3.

Figura 1.3: Dos representaciones de sucesión panq Ă Q.

También se puede representar como la proyección de esos puntos en el eje que repre-
senta a Q como puede verse en la figura 1.3. Sin embargo, la forma más usada para
representar una sucesión es como muestra la figura 1.4.

Figura 1.4: Representación de una sucesión en la recta Q.

Ejemplo 1.30
La sucesión del experimento inductivo, muestra claramente la definición de la suce-
sión

1

2
,

1

4
,

1

8
, ¨ ¨ ¨ de término general

1

2n
,

que escrita en notación binaria decimal queda:
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0, 1b, 0, 01b, 0, 001b, 0, 0001b, ¨ ¨ ¨ donde el término general an queda escrito en bi-
nario con los n´ 1 primeros decimales que son 0, seguido del decimal 1.

Es claro que los términos de la sucesión son números positivos que cada vez están
más cerca al número 0. Puesto que para cualquier número racional tan pequeño como
se quiera, ε ą 0, existe un primer término de la sucesión n0 tal que los siguientes

términos están a una distancia de 0,

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1

2n
´ 0

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

menor que el tomado ε.

@ε P Q, ε ą 0, Dn0 P N tal que @n P N, n ą n0, entonces

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1

2n
´ 0

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ă ε. ♣

Ejemplo 1.31

Al calcular los valores numéricos de los términos de

ˆ

p´1qn

n

˙

, o al representarlos,

se ve que los términos se aproximan sucesivamente cada vez más a 0. Esto suele

denotarse con la expresión

ˆ

p´1qn

n

˙

Ñ 0 o
p´1qn

n
Ñ 0.

Ver una tendencia no basta, por tanto, hay que demostrar que eso es cierto. Por
ejemplo, de la forma siguiente. Para cada distancia, tan pequeña como se quiera,
que se tome, ε ą 0, se desea evaluar si hay un primer ı́ndice nε P N tal que la

distancia que separa a 0 de cada uno los términos
p´1qn

n
con ı́ndice mayor que

n ą nε es menor que la distancia ε. Es decir, @ε P Q, ε ą 0 se busca nε tal que
@n P N; n ą nε se cumple que

d

ˆ

p´1qn

n
, 0

˙

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

p´1qn

n
´ 0

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“
1

n
ă ε.

Para que se cumpla tal desigualdad basta elegir a nε “

„

1

ε



` 1. ♣

Observación Ocurre que para cada ε existe un nε P N particular. En el resto del
texto se denotará por n0 a nε pero sobre entendiendo que ese n0 puede ser distinto
para cada ε.

Definición 1.32 Sucesión nula
Una sucesión panq Ă Q se dice que es nula, o que converge a 0, si y sólo si para
todo ε P Q, ε ą 0, existe un sub́ındice n0 P N tal que para cualquier sub́ındice
n ą n0 se cumple que |an| ă ε.

De una sucesión nula panq se dice que el ĺımite de la sucesión es 0. Se escribe como
ĺım
n
an “ 0. Son muy comunes las expresiones ĺım an “ 0, ĺım

nÑ8
an “ 0.



1.2 El cuerpo de los números reales 29

Nota Se define sucesión nula en un cuerpo ordenado K de la misma forma, sim-
plemente escribiendo panq Ă K y ε P K en lugar de panq Ă Q y ε P Q.

Ejercicio 1.33
Cualquier Q-combinación lineal de dos sucesiones nulas es una sucesión nula.

(Resultado análogo en K)

Solución Sea la sucesión pcnq “ λpanq ` µpbnq donde panq y pbnq son nulas, y
λ, µ P Q.

|cn| “ |λan ` µbn| ď |λ||an| ` |µ||bn|.

Dado ε P Q, ε ą 0, se considera n0 “ máxtna, nbu donde se considera:

Para
ε

2|λ|
existe na P N tal que |an| ă

ε

2|λ|
, @n P N, n ą na.

Para
ε

2|µ|
existe nb P N tal que |bn| ă

ε

2|µ|
, @n P N, n ą nb.

Aśı pues, |cn| ď |λ||an| ` |µ||bn| ă
ε

2
`
ε

2
“ ε. Es decir la sucesión pcnq es una

sucesión nula. ♣

Práctica 1.34
Cualquier Q-combinación lineal de sucesiones nulas es una sucesión nula.

(Resultado análogo en K)

Práctica 1.35
Todo producto de dos sucesiones nulas es una sucesión nula.

(Resultado análogo en K)

Práctica 1.36 Estructura algebráica de las sucesiones nulas

Sea NQ Ă QN el conjunto de sucesiones nulas de números racionales. Demuestre que
pNQ ` ¨q tiene estructura de anillo sin elemento unidad y que NQ con la suma y el
producto por un escalar es un Q espacio vectorial.

(Resultado análogo en K)

Ejemplo 1.37

La sucesión de término general
1

n
es una sucesión nula, y la sucesión de término

general
n` 1

n
, es decir 1`

1

n
, no es una sucesión nula. ♣
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Observación Se dice de una sucesión de números racionales panq que converge al
número racional k, si y sólo si la sucesión de término general an´ k es una sucesión
nula.

Definición 1.38 Sucesión convergente
Una sucesión panq Ă Q se dice que converge al número k P Q si y sólo si para
todo ε P Q, ε ą 0, existe un sub́ındice n0 P N tal que para cualquier sub́ındice
n ą n0 se cumple que |an ´ k| ă ε.

De una sucesión panq convergente al número k se dice que k es el ĺımite de la suce-
sión panq y se escribe ĺım

n
an “ k, aunque también son muy comunes las expresiones

ĺım an “ k, ĺım
nÑ8

an “ k.

Nota Se define sucesión convergente en un cuerpo ordenado K de la misma forma,
simplemente escribiendo panq Ă K, k P K y ε P K en lugar de panq Ă Q, k P Q y
ε P Q.

Ejercicio 1.39 Una sucesión convergente es un conjunto acotado

Sea panq Ă Q una sucesión convergente a k P Q, entonces existen dos números
m,M P Q tales que m ď an ďM, @n P N.

(Resultado análogo en K)

Solución

Para un número racional ε ą 0 existe un sub́ındice n0 P N tal que para cualesquiera
sub́ındices n ą n0 se cumple que |an ´ k| ă ε. Esto significa que a distancia de k
mayor que ε hay menos de n0 ´ 1 términos de la sucesión.

Se consideran

m “ mı́nta1, ¨ ¨ ¨ , an0`1, k ´ ε, k ` εu y M “ máxta1, ¨ ¨ ¨ , an0`1, k ´ ε, k ` εu. ♣

Ejemplo 1.40

Hay sucesiones de números racionales que son convergentes en Q, por ejemplo,
ˆ

n` 2

n` 1

˙

que converge a 1. También, hay sucesiones que no convergen en Q co-

mo

ˆ

´

1`
1

n

¯n
˙

, p2nq y pp´nqnq. ♣
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Definición 1.41 Ĺımite de una sucesión
Se dice que k P Q es el ĺımite de la sucesión panq Ă Q si y sólo si panq converge
a k. Es decir,
k “ ĺım

n
an ðñ @ε P Q, ε ą 0, Dn0 P N tal que @n P N;n ą n0, |an´ k| ă ε.

Son muy comunes las expresiones del estilo ĺım an “ k, ĺım
nÑ8

an “ k para indicar el

ĺımite de una sucesión.

Nota Se define ĺımite en un cuerpo ordenado K de la misma forma, simplemente
escribiendo panq Ă K, k P K y ε P K en lugar de panq Ă Q, k P Q y ε P Q.

Ejemplo 1.42 Sucesión no convergente en Q.
Son sucesiones que no tienen ĺımite en Q. La sucesión de término general an “ p´1qn

no converge pues cumple que |an`1 ´ an| “ 2, @n P N.

Si existiese ĺım
n
an “ k ocurriŕıa que para cada número racional ε ą 0 y para algún

nε P N tal que para cada n P N, n ą nε, |an ´ k| ă ε Ahora bien,

2 “ |an`1 ´ an| “ |an`1 ´ k ` k ´ an| ď |an`1 ´ k| ` |an`1 ´ k| ă 2ε,

lo cual es una contradicción.

La sucesión bn “ 2n no converge pues cumple |an`1 ´ an| “ 2n ą 2.

Cualquier sucesión pcnq que cumpla que |cn`1´cn| ă |cn`2´cn`1| no es convergente,
pues basta observar que

|cn`1 ´ cn| ă |cn`2 ´ cn`1| “ |cn`2 ´ k ` k ´ cn`1| ď |cn`2 ´ k| ` |k ´ cn`1|. ♣

Práctica 1.43
Si una sucesión pcnq cumple que |cm´ cn| ă |cc´aq| para cualesquiera m,n, q, p P N
tal que n ă m ă q ă p, entonces pcnq no es convergente.
(Resultado análogo en K)

Ejercicio 1.44 El ĺımite de una sucesión convergente es único
Si se supone que una sucesión panq Ă Q converge a un número k P Q y a otro número

h P Q tales que h ‰ k, entones se considera el número ε “
|h´ k|

2
.

Como ĺım
n
an “ k, entonces existe nk P N tal que |an´ k| ă ε, @n P N, n ą nk.

Como ĺım
n
an “ h, entonces existe nh P N tal que |am´k| ă ε, @m P N, m ą nh.
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Si se toma n0 “ máxtnk, nhu, entonces se cumple para cada n ą n0

|h´ k| “ |h´ an ` an ´ k| ď |h´ an| ` |an ´ k| ă ε` ε “ |h´ k|,
lo cual es una contradición. ♣ (Resultado análogo en K)

Definición 1.45 Sucesión de Cauchy
Una sucesión panq Ă Q se dice que es de Cauchy si y sólo si para cualquier ε P
Q, ε ą 0, existe un sub́ındice n0 P N tal que para cualesquiera dos sub́ındices
p ą n0, q ą n0 se cumple que |ap ´ aq| ă ε.

Nota Se define sucesión de Cauchy en un cuerpo ordenado K de la misma forma,
simplemente escribiendo panq Ă K y ε P K en lugar de panq Ă Q y ε P Q.

Ejercicio 1.46 Una sucesión de Cauchy es un conjunto acotado
Sea panq una sucesión de Cauchy, entonces existen dos números m,M P Q tales que
m ď an ďM, @n P N. (Resultado análogo en K)
Solución
Para un número racional ε ą 0 existe un sub́ındice n0 P N tal que para cualesquiera
sub́ındices p ą n0, q ą n0 se cumple que |ap´aq| ă ε. Esto significa que a distancia
de ap mayor que ε hay menos de p` 1 términos de la sucesión, supuestos p ă q.

Se consideran
m “ mı́nta1, ¨ ¨ ¨ , ap`1, ap ´ ε, ap ` εu y M “ máxta1, ¨ ¨ ¨ , ap`1, ap ´ ε, ap ` εu ♣

Ejercicio 1.47 Una sucesión convergente en Q es de Cauchy
Si panq es tal que ĺım

n
an “ a P Q, entonces panq es una sucesión de Cauchy,

(Resultado análogo en K)
Solución
Sea ε P Q, ε ą 0. Como panq converge a k, entonces si para

ε

2
, existe n0 P N tal que

para todo n P N, n ą n0, se cumple |an ´ a| ă
ε

2
.

Para ε, se considera el ı́ndice n0 anterior y para cualesquiera p, q P N, p ą n0 y
q ą n0 se tiene

|ap ´ aq| “ |ap ´ a` a´ aq| ď |ap ´ a| ` |a´ aq| ă
ε

2
`
ε

2
“ ε. ♣

Ejemplo 1.48 Una sucesión de Cauchy de Q no convergente en Q
Basta considerar una expresión decimal ilimitada, no periódica, es decir, que no le
corresponda a un número racional como 0, 123456789101112131415.... Para construir
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una sucesión de números racionales, a1 “ 0,1, a2 “ 0, 12, a3 “ 0, 123 y sucesivamen-
te, siendo el término general an es el número racional obtenido al quedarse con los
n primeros decimales de esa expresión ilimitada.

Es claro por su construcción que esta sucesión es de Cauchy. Sin embargo no existe
ningún número racional al que converge la sucesión. ♣

Ejercicio 1.49 Suma de una sucesión de Cauchy y una convergente
Si panq Ă Q es una sucesión converge hacia a P Q y pbnq Ă Q es una sucesión de
Cauchy, entonces la sucesión panq ` pbnq es de Cauchy. (Resultado análogo en K)
Solución
Para cada número ε P Q, ε ą 0.

De ĺım
n
an “ a se tiene que para

ε

3
existe na P N tal que para cada n P N, n ą na se

cumple |an ´ k| ă
ε

3

De pbnq es de Cauchy se tiene que para
ε

3
existe nb P N tal que para cada p, q P

N, p ą nb,

q ą nb, se cumple |bp ´ bq| ă
ε

3
.

Al considerar n0 “ máxtna, nbu, para p ą n0 y q ą n0 se tiene:

|ap`bp´paq`bqq| “ |ap´a`a´aq`bp´bq| ď |ap´a|`|a´aq|`|bp´bq| “ 3
ε

3
“ ε

Luego, panq ` pbnq es una sucesión de Cauchy. ♣

Práctica 1.50 Suma de sucesiones de Cauchy en Q
Demuestre que si panq y pbnq son sucesiones de Cauchy, entonces la sucesión suma
panq ` pbnq “ pan ` bnq es una sucesión de Cauchy. (Resultado análogo en K)

Práctica 1.51 Producto de sucesiones de Cauchy en Q
Demuestre que si panq y pbnq son sucesiones de Cauchy, entonces la sucesión producto

panq9pbnq “ panbnq es una sucesión de Cauchy. (Resultado análogo en K)

Ejercicio 1.52 Producto de una sucesión de Cauchy y una nula
Si panq Ă Q es una sucesión de Cauchy y pbnq Ă Q es una sucesión nula, entonces la
sucesión panq ¨ pbnq es nula. (Resultado análogo en K)
Solución
Al ser panq una sucesión de Cauchy, entonces es una sucesión acotada. Aśı pues,
existe un número r P Q tal que se cumple |an| ă r para todo n.
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Al considerar ε P Q, ε ą 0, como pbnq es de nula se tiene que para
ε

r
existe n0 P N

tal que para cada n P N, n ą n0, q ą nb, se cumple |bn| ă
ε

r
.

Como |anbn| “ |an| ¨ |bn| ă r
ε

r
“ ε. Entonces panq ¨ pbnq es una sucesión nula. ♣

Un modelo de números reales

Las sucesiones de Cauchy de números racionales pueden no ser convergente a un
número racional, esto se suele expresar diciendo que pQ ` ¨q no es un cuerpo
completo.

Definición 1.53 Cuerpo completo
Un cuerpo pK ` ¨q se dice completo si y sólo si toda sucesión de Cauchy de
elementos de K es una sucesión convergente en K.

Se consideran el conjunto CQ de todas las sucesiones de Cauchy de Q y la relación
R en CQ definida de la forma:

panqRpbnq ðñ ĺım
n
pan ´ bnq “ 0.

Si se considerar el conjunto NQ de todas las sucesiones nulas de Q, la relación R se
puede describir de la forma

panqRpbnq ðñ panq ´ pbnq P NQ ðñ pan ´ bnq P NQ.

Esta relación es de equivalencia, puesto que cumple las propiedades:

1. Propiedad Reflexiva: @panq P CQ se tiene panq ´ panq “ p0qnPN ñ ĺım
n

0 “ 0.

2. Propiedad Simétrica: Si panq, pbnq P CQ tales que panqRpbnq ñ ĺım
n
pan´bnq “ 0.

Ahora bien, se tiene que ĺım
n
pbn ´ anq “ ĺım

n
p´pan ´ bnqq “ 0 ñ pbnqRpanq,

puesto que cualquier combinación de sucesiones nulas es una sucesión nula.

3. Propiedad Transitiva: Si panq, pbnq, pcnq P CQ tales que panqRpbnq y pbnqRpcnq,
entonces ĺım

n
pan ´ bnq “ 0 y ĺım

n
pbn ´ cnq “ 0. Ahora bien, se tiene que

ĺım
n
pan ´ cnq “ ĺım

n
pan ´ bn ` bn ´ cnq “ ĺım

n

`

pan ´ bnq ` pbn ´ cnq
˘

“ 0.

Luego, panqRpcnq, puesto que cualquier combinación de sucesiones nulas es una
sucesión nula.
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Para cualquier k P Q, se considera la sucesión pkqnPN que pertenece a una clase del
conjunto cociente CQ{R que denominamos rks “ tpanq P CQ| ĺım

n
an “ ku. Además,

en este caso se identifica la clase con el número racional, es decir

Si k P Q, entonces k ” rks “ rpanqs P CQ, ĺım
n
an “ k.

Cada una del resto de clases de CQ{R que no corresponden a ningún k P Q, es lo que
denominamos un número irracional. Decir que i es un número irracional, es decir,

i ” ris “ rpanqs P CQ, @k P Q ĺım
n
an ‰ k,

además, en este caso se dice ĺım
n
an “ i.

Nota k ” rpkqs “ pkqnPN `NQ.

Definición 1.54 Número real
El conjunto CQ{R es un modelo del conjunto de números reales. Es decir, existe
una biyección entre el conjunto CQ{R y R.

Observación En muchos textos se considera que el conjunto CQ{R es el conjunto
de los números reales R. En este texto es indiferente tratar con R o con CQ{R,
entendiendo que todo número real, ya sean racionales o irracionales, es el ĺımite de
una sucesión de números racionales.

Estructura algebraica de CQ{R “ R˚

En este texto se optó por la introducción del cuerpo de R como una extensión del
cuerpo de Q, y se ha construido el conjunto CQ{R como modelo de R. Queda pues
definir las operaciones ` y ¨, y la relación de orden ď en ese conjunto en CQ{R para
comprobar que los cuerpos ordenados pCQ{R ` ¨ ďq y pR ` ¨ ďq son isomorfos.

Nota En esta subsección denotamos a CQ{R por R˚. Además, dados dos elementos
a, b P CQ{R “ R˚ escribiremos a “ rpanqs y b “ rpbnqs para poder definir a` b y a ¨ b
o, simplemente, ab en términos de clases.

Definición 1.55 Suma y producto en CQ{R “ R˚

` : R˚ ˆ R˚ ÝÑ R˚ a` b “ rpanqs ` rpbnqs “ rpan ` bmqs

¨ : R˚ ˆ R˚ ÝÑ R˚ a ¨ b “ rpanqs ¨ rpbnqs “ rpan ¨ bmqs

Aunque en esas definiciones se han tomado las sucesión de números racionales panq
y pbnq como representantes de las clases a “ rpanqs y b “ rpbnqs, resulta que si se
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hubieran tomados otros representantes distintos pa1nq y pb1nq resulta que

pa1nq “ panq ` ppnq y pb1nq “ pbnq ` pqnq,

donde las sucesiones ppnq y pqnq son nulas. Aśı pues se tiene:

a`b “ rpa1nqs`rpb
1
nqs “ rpa

1
n`b

1
nqs “ rpan`pn`b

1
n`qnqs “ rpan`bn`pn`qnqs “

“ rpan ` bnq ` ppn ` qnqs “ rpanqs ` rpbnqs,

puesto que ppn ` qnq es una sucesión nula (ver 1.33).

a ¨ b “ rpa1nqs ¨ rpb
1
nqs “ rpa

1
nb
1
nqs “ rppan ` pnqpb

1
n ` qnqqs “

“ rpanbn ` bnpn ` anqn ` pnqnqs “ rpanbnq ` pbnpnq ` panqnq ` ppnqnqs “
“ rpanbnqs ` rpbnpnqs ` rpanqnqs ` rppnqnqs “ rpanqs ` rpbnqs,

puesto que panqnq, pbnpnq son sucesiones nulas (ver ejercicio 1.52), y rppnqnqs es nula
(ver ejercicio 1.35).

Ejemplo 1.56 Elemento neutro y simétrico de la suma de R˚
Para la suma, el elemento neutro es 0 “ rp0qnPNs, puesto que

a` 0 “ rpanqs ` rp0qnPNs “ rpan ` 0qs “ rpanqs “ a
0` a “ a se comprueba de forma análoga.

Para a P R˚ al elemento opuesto es x tal que a` x “ x` a “ 0.

a`x “ rpanqs`rpxnqs “ rpan`xnqs “ p0qnN ñ @n P N, an`xn “ 0 ðñ xn “ ´an.

Aśı pues, el elemento opuesto de a es rp´anqs, denotado por ´a. ♣

Práctica 1.57 Propiedades la suma de R˚
Demostrar que la suma en R˚ cumple la propiedad asociativa y la conmutativa.

Observación pR˚ `q es un grupo conmutativo o grupo abeliano.

Ejemplo 1.58 Elemento neutro y simétrico del producto de R˚
Para la suma, el elemento neutro es 1 “ rp1qnPNs, puesto que

a ¨ 1 “ rpanqs ¨ rp1qnPNs “ rpan ¨ 1qs “ rpanqs “ a
1 ¨ a “ a se comprueba de forma análoga.

Para a P R˚ ´ t0u, el elemento inverso es x tal que a ¨ x “ x ¨ a “ 1. En la clase
a “ rpanqs se puede elegir una sucesión tal an ‰ 0, @n P N.

a ¨ x “ rpanqs ¨ rpxnqs “ rpanxnqs “ p1qnPN ñ @n P N, anxn “ 1 ðñ xn “
1

an
.
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Aśı pues, el elemento opuesto de a es

„ˆ

1

an

˙

, denotado por
1

a
. ♣

Observación Si en una sucesión hay un conjunto finito de términos nulos y el
resto es positivo, podemos interpretar que la sucesión de los números inversos está
bien definida, sin tener en cuenta esos términos nulos.

Práctica 1.59 Propiedades del producto de R˚
Demostrar que el producto en R˚ cumple la propiedad asociativa y la conmutativa.

Observación pR˚ ´ t0u ¨q es un grupo conmutativo o abeliano.

Práctica 1.60 Propiedad distributiva en R˚
Demostrar que las suma y el producto en R˚ cumplen la propiedad distributiva.

Observación pR˚ ` ¨q es un cuerpo.

Subcuerpo Q˚ Ă R˚ isomorfo a Q
La aplicación h : Q ÝÑ R˚ definida por hpαq “ rpαqnPNs es una aplicación
lineal inyectiva entre los cuerpos pQ` ¨q y pR˚ ` ¨q. Q˚ “ hpQq Ă R˚.

Observación Como pαqnPN Ă Q es una sucesión convergente a α P Q, entonces es
una sucesión de Cauchy en Q. Además hpαq P R˚.

Nota El isomorfismo entre Q y Q˚ nos permite identificar a los dos conjuntos, y
utilizar la expresión número racional tanto para un número a P Q como para la
clase de a “ rpaqnPNs P Q˚, donde paqnPN es la sucesión de término general constante.

Práctica 1.61
Demostrar que la aplicación h del cuadro anterior es un monomorfismo (aplicación
lineal inyectiva) entre cuerpos. Es decir: hpα`βq “ hpαq`hpβq y hpαβq “ hpαqhpβq

Orden en CQ{R

Sea a “ rpanqs P R˚. Si existe pbnq P a tal que ĺım
n
bn “ 0, entonces

a “ rpanqs “ rpbnqs “ 0.

Sea a P R˚, a “ rpanqs y un número racional ε ą 0. Como panq es una sucesión de
Cauchy, entonces para ε existe n0 P N tal que para todo p, q P N, p ą n0, q ą n0, se
cumple |ap ´ aq| ă ε.
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Si a ‰ 0 entonces panq no es una sucesión nula. Luego, existe algún m P N, m ą n0
que cumple |am| “ |am ´ 0| ě 2ε. Aśı pues, o am ě 2ε o am ď ´2ε.

Para todo n ą n0, como m ą n0 se cumple que |an ´ am| ă ε, es decir

´ε ă an ´ am ă εÑ am ´ ε ă an ă am ` ε.

Si am ě 2ε, entonces 2ε´ ε ă am ´ ε ă an Ñ ε ă an
Si am ď ´2ε, entonces an ă am ` ε ă ´2ε` εÑ an ă ´ε.

En cualquier caso, para ε ą 0, existe n0 P N tal que para todo n P N, n ą n0, se
cumple |an| ą ε.

Ejemplo 1.62
Supuesto que existe pbnq P a “ rpanqs P R˚ que cumple que existe un número racional
ε ą 0 y un número n0 P N tal que para todo n P N, n ą n0, con bn ą ε, entonces la
sucesión pcnq definida por

cn “ 1 si n ď n0 y cn “ bn si n ą n0,
que es de Cauchy y cumple que cn ą 0, @n P N. Además,

a “ rpanqs “ rpbnqs “ rpcnqs. ♣

Observación Este ejercicio indica que hay clases de R˚ que contienen a una
sucesión con todos sus términos números positivos. Aunque, baste comprobar que a
partir de un término todos sean mayor que un determinado número positivo.

Se dispone del siguiente subconjunto de R˚

R˚` “ ta P R˚|Dpanq P a, no nula y an ą 0, @n P Nu “
“ ta P R˚|Dpanq P a, Dε P Q, ε ą 0, Dn0 P N : an ą ε, @n P N, n ą n0u.

Hay que observar que una clase a ‰ 0 no contiene ninguna sucesión nula. Además,
este conjunto cumple las propiedades:

1. 0 R R˚, puesto que 0 es la clase de sucesiones nulas.

2. Para cualquier a P R˚ se cumple que o a P R˚` o a “ 0 o ´a P R˚` .

Si la clase a contiene una sucesión nula, entonces a “ 0.

Si a ‰ 0, entonces existe panq P a tal que para ε P Q, ε ą 0, existe n0 P N se
cumple que o an ą ε o an ă ´ε para cualquier n P N, n ą n0. Aśı pues, o
a P R˚` o ´a P R˚` .

3. Para cualquier a, b P R˚` se cumple a` b P R˚` y ab P R˚` .

Basta considerar para panq P a, ε1 ą 0, na, n ą na, an ą ε1 y para

pbnq P b, ε2 ą 0, nb, n ą nb, bn ą ε2.
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Al elegir n0 “ máxtna, nbu se tiene an ` bn ą ε1 ` ε2 y anbn ą ε1ε2.

Para ε ą 0 se tiene n0 en el caso de la suma si ε1 “ ε2 “
ε

2
. Para el caso del

producto ε1 “ ε2 “
?
ε.

Observación La existencia del conjunto R˚` permite definir un orden compatible
con las operaciones en R˚ (ver el ejemplo 1.3).

Definición 1.63 Orden en CQ{R “ R˚
La relación en R˚ definida por

a ď b ðñ a “ b o b´ a P R˚
`

es una relación de orden total compatible con las operaciones.
pR˚ ` ¨ ďq es un cuerpo ordenado.

Ejercicio 1.64 El orden en CQ{R “ R˚en un orden dividido
Si a, b P R˚ tales que a ă b, entonces existe c P R˚ tal que a ă c ă b.
Solución

Basta considerar c “
1

2
a`

1

2
b, puesto que

a “
1

2
a`

1

2
a ă

1

2
a`

1

2
b ă

1

2
b`

1

2
b “ b. ♣

Proposición 1.65
Si a, b P R˚ tales que a ă b, entonces existe α P Q˚ tal que a ă α ă b.

Demostración
Si a “ rpanqs ă b “ rpbnqs, entonces 0 ă rpbn ´ anqs. Aśı pues, tomado ε P Q, ε ą 0,
entonces existe n1 P N tal que para cualquier n P N, n ą n1 se tiene bn ´ an ą ε.

Al considerar
ε

4
, se considera:

n2 P N, n2 ą n1 tal que @n,m P N, n ą n1 se cumple |an ´ am| ă
ε

4
.

n3 P N, n3 ą n1 tal que @n,m P N, n ą n1 se cumple |bn ´ bm| ă
ε

4
.

Se denota n0 “ máxtn2, n3u ą n1 y se elige m0 P N, m0 ą n0. En particular para
m0 y cualquier n ą n0 se cumple

am0
´
ε

4
ă an ă am0

`
ε

4
y bm0

´
ε

4
ă bn ă bm0

`
ε

4
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Se considera α “
1

2
pbm0

` am0
q y su clase α “ rpαqnPNs.

α´an ą α´am0´
ε

4
“

1

2
pbm0`am0q´am0´

ε

4
“

1

2
pbm0´am0q´

ε

4
ą
ε

2
´
ε

4
“
ε

4
.

bn´α ą bm0
´
ε

4
´α “ bn´

1

2
pbm0

`am0
q´

ε

4
“

1

2
pbm0

´am0
q´

ε

4
ą
ε

2
´
ε

4
“
ε

4
.

Esto significa que an ă α ă bn,@n P N, n ą n0 ñ rpanqs ă rpαqnPNs ă rpbnqs. ♣

Nota El concepto de convergencia en R˚ es similar a la convergencia en Q, salvo
que en este caso se considera @ε P R˚, ε ą 0, en lugar de @ε P Q, ε ą 0.

Proposición 1.66
Si panq P Q es una sucesión de Cauchy en Q, entonces existe a P R˚ tal que
panq converge a a en R˚. Además, a “ rpanqs. Para ε P Q se tiene ε P R`;
ε ” rpεqnPNqs .

Demostración
Para cualquier ε P R˚, ε ą 0, se considera ε1 P Q tal que 0 ă ε1 ă

ε

2
.

Al ser panq de Cauchy en Q, entonces panq P rpanqs que denominamos a. Se ha de
comprobar que para ε existe nε P N existe una clase a P R˚ tal que para cada
sub́ındice n ą nε se cumple |an ´ a| ă ε.

Como panq una sucesión de Cauchy en Q, se tiene que pare ese ε1 existe n0 P N tal
que para todo par de sub́ındice n ą n0 y m ą n0 se cumple |an´ am| ă ε1. Es decir,

´ε1 ă an ´ am ă ε1.

Fijado un sub́ındice k ą n0 se tiene que ´ε1 ă ak ´ am ă ε1 para todo m ą n0.
Se consideran las clases ak “ rpakqnPNs y 2ε1 “ rp2ε1qnPNs.

a´ ak “ rpanqs ´ rpakqnPNs “ rpan ´ akqs ă rp2ε
1qnPNs “ 2ε1.

ak ´ a “ rpakqnPNs ´ rpanqs “ rpak ´ anqs ă rp2ε
1qnPNs “ 2ε1.

Luego, |ak ´ a| ă ε donde ak, a, ε P R˚. Además, esto ocurre para cualquier k ą n0.
Aśı pues, para ε se elige nε “ n0 que es el sub́ındice correspondiente a ε1 P Q. Es
decir, ĺım

n
an “ a. ♣

Observación Toda sucesión de Cauchy de panq Ă Q es una sucesión
panq “ ppanqkPNq de Cauchy en R˚ al considerar ak “ rpakqnPNs para cada k, dado
que cada panqkPN converge en Q.

Nota El concepto de sucesión de Cauchy en R˚ es similar al de sucesión de Cauchy
en Q. La diferencia estriba en que en este caso se considera @ε P R˚, ε ą 0, en lugar
de @ε P Q, ε ą 0, donde utilizamos el número racional ε y la clase ε ” rpεqkPNs.

Para que R˚ sea un modelo de R ha de comprobarse que toda sucesión de Cauchy
de R˚ es convergente, Es decir, que se trata de un cuerpo completo.
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Proposición 1.67 R˚ es un cuerpo completo
Si panq P R˚ es una sucesión de Cauchy en R˚, entonces existe a P R˚ tal que
panq converge a a en R˚. Es decir, ĺım

n
an “ a.

Demostración
Para cada sub́ındice n, se elige una sucesión pbkq Ă Q tal que an “ rpbkqs y un

elemento de esta sucesión que denominamos bn P Q que cumple bn ă an ă bn `
1

n
.

Para cada ε1 P R˚, ε1 ą 0, se considera n1 P N, tal que para todo n,m P N, n ą n1

y m ą n1, se cumple que |an ´ am| ă
ε1

3
. Además, se puede elegir ese sub́ındice n1

de forma que
1

n1
ă
ε1

3

Como

|bn ´ bm| ď |bn ´ an| ` |an ´ am| ` |an ´ bm| ă
1

n
`
ε

3
`

1

m
ă
ε1

3
`
ε1

3
`
ε1

3
“ ε1,

entonces pbnq P Q es una sucesión de Cauchy. Luego, existe a P R˚ tal que a “ rpbnqs.

Queda comprobar que ĺım
n
an “ a. Para cualquier ε P R˚, ε ą 0 se considera n0 P N,

tal que para todo n P N, n ą n0 se cumple |bn ´ a| ă
ε

2
. Además, se puede elegir

ese sub́ındice tal que
1

n0
ă
ε

2

Dado que

|an ´ a| “ |an ´ bn ` bn ´ a| ď |an ´ bn| ` |bn ´ a| ă
1

n
`
ε

2
ă
ε

2
`
ε

2
“ ε,

Luego, panq converge a a. ♣

Proposición 1.68 R˚ es un cuerpo ordenado completo arquimediano

Si a P R˚` , a “ rpanqs y b P R˚, b “ rpbnqs, entonces existe m P N tal que
ma ą b, es decir rpmqnPNsrpanqs ą rpbnqs.

Demostración
Inicialmente suponemos que a “ 1. Como la sucesión pbnq Ă Q converge a b, para
ε “ 1 existe un sub́ındice n0 tal que para todo sub́ındice n ą n0 se cumple |b´bn| ă 1,
es decir, bn ´ 1 ă b ă bn ` 1
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Fijado un determinado n existe m1 P N tal que m1 ą bn ` 1, puesto que Q es un
cuerpo ordenado arquimediano. Luego, se considera m1 “ rpm1qn|inNs para que se
cumpla m1 ą b.

Si a ą 0, existe un número k P N tal que
1

k
“

„ˆ

1

k

˙

nPN



ă a. Luego,

b ă m1k
1

k
ă m1ka ă ma,

donde m “ rpm1qn|inNsrpkqn|inNs. ♣
Como R se introdujo de forma axiomática y se ha construido R˚, para poder identi-
ficar ambos conjuntos, queda comprobar que pR˚ ` ¨ ďq y pR ` ¨ ďq son cuerpos
ordenados isomorfos.

Ejemplo 1.69 Expresión decimal del número
?

2.

Con el número
?

2 P R se puede construir una sucesión panq Ă Q de Cauchy tal que
rpanqs “

?
2, es decir que ĺım

n
an “

?
2

Se define a0 “ Ep
?

2q, a1 “
Ep10

?
2q

10
, ¨ ¨ ¨ , an “

Ep10n
?

2q

10n
, ¨ ¨ ¨ donde Epxq repre-

senta la parte entera de x.

a0 “ 1, a1 “ 1, 4, a2 “ 1, 41, a3 “ 1, 414, a4 “ 1, 4142, a5 “ 1, 41421,
a6 “ 1, 414213, a7 “ 1, 4142135, a8 “ 1, 41421356, a9 “ 1, 414213562, ¨ ¨ ¨

La sucesión es de números racionales por la forma en la que está definida. Además,

es una sucesión de Cauchy puesto que si m ą n entonces |an ´ am| ă
1

10n
, al igual

que es una sucesión convergente a
?

2 puesto que |an ´
?

2| ă
1

10n
.

A la vista de esta sucesión, se suele escribir
?

2 “ 1, 41421356 . . . como una expresión
decimal ilimitada. ♣

Observación Aunque hay muchas sucesiones de números racionales que convergen
a
?

2 se tiene que la expresión decimal ilimitada de
?

2 es única.

Práctica 1.70 Expresión decimal de un número real.
Demuestre que para cualquier a P R, la sucesión de números racionales de término

general an “
Ep10naq

10n
tiene ĺımite a.

Ejemplo 1.71

Con el número
?

2 P R se puede construir una sucesión de d́ıgitos pdnq Ă N de forma
inductiva d0 “ Ep

?
2q, d1 “ Ep10

?
2q ´ 10d0, ¨ ¨ ¨ , dn “ Ep10n

?
2q ´ 10ndn´1, ¨ ¨ ¨

donde Epxq representa la parte entera de x.
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d0 “ 1, d1 “ 4, d2 “ 1, d3 “ 4, d4 “ 2, d5 “ 1, d6 “ 3, d7 “ 5, d8 “ 6, ¨ ¨ ¨

Se define la sucesión de término general an “
n
ÿ

k“0

dk10´k que coincide con la sucesión

del ejemplo 1.69. Aśı pues, ĺım
n
an “

?
2.

Como el ĺımite de panq “

˜

n
ÿ

k“0

dk10´k

¸

suele expresarse como
8
ÿ

k“0

dk10´k, se escribe

8
ÿ

k“0

dk10´k “
?

2. ♣

Cuerpo R˚ isomorfo a R
La aplicación h : R ÝÑ R˚ definida de la forma hpaq “ rpanqs donde

an “
Ep10naq

10n

es un isomorfismo (aplicación lineal biyectiva) entre cuerpos ordenados.
Siendo Epxq la parte entera de x,

La aplicación h es biyectiva claramente por la forma en la que se ha definido. Decir
que la aplicación h es lineal (homomorfismo) significa que se cumplen las igualdades

hpa` bq “ hpaq ` hpbq, y hpabq “ hpaqhpbq.

Sean hpaq “ rpanqs y hpbq “ rpbnqs, es decir hpaq ` hpbq “ rpan ` bnqs.

Veamos hpa ` bq “ rpan ` bnqs. Para ε ą 0, entonces existe dos sub́ındices n1 y n2
tales que

|an ´ a| ă
ε

2
, @n ą n1 y |bn ´ b| ă

ε

2
, @n ą n2.

Al elegir n0 “ máxtn1, n2u se tiene para todo sub́ındice n ą n0 que

|pan ` bnq ´ pa` bq| ď |an ´ a| ` |bn ´ b| ă
ε

2
`
ε

2
“ ε.

hpaqhpbq “ rpanbnqs. Veamos hpabq “ rpanbnqs.

Como las sucesiones pan´aq y pbn´bq son nulas en R y las sucesiones panq y pbnq son
acotadas, entonces las sucesiones

`

anpbn ´ bq
˘

y
`

bnpan ´ aq
˘

son sucesiones nulas.

Para ε ą 0, entonces existe dos sub́ındices n3 y n4 tales que

|anpbn ´ bq| ă
ε

2
, @n ą n3, y |bpan ´ aq| ă

ε

2
, @n ą n4.
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Al elegir n0 “ máxtn3, n4u se tiene para todo sub́ındice n ą n0 que

|anbn ´ ab| “ |anbn ´ anb` anb´ ab| “ |anpbn ´ bq ` pan ´ aqbn| ď

ď |anpbn ´ bq| ` |pan ´ aqb| ă
ε

2
`
ε

2
“ ε

La aplicación h conserva el orden. Es decir, si a ă b entonces hpaq ă hpbq. Esto es
aśı puesto que la sucesión pbnq´panq “ pbn´anq convergen a b´a ą 0. Luego, debe
existir n0 P N tal que para todo n P N, n ą n0, se cumple bn ´ an ą 0. Es decir,
desde el sub́ındice n0 se tiene que an ă bn.

Como hpaq “ rpanqs “ rpanqnąn0
s y hpbq “ rpbnqs “ rpbnqnąn0

s, entonces

hpaq ă hpbq. ♣

Nota El isomorfismo entre R y R˚ nos permite identificar a los dos conjuntos, y
utilizar la expresión número real tanto para un número a P R como para la clase
de a “ rpanqs P R˚, donde panq es una sucesión de Cauchy de números racionales.
Es decir, ĺım

n
an “ a.

Observación Al escribir un número natural o entero, en general, se dispone de
una única graf́ıa completa para estos números. Para los números racionales existe
distintas formas de escritura según el par de números enteros que se utilicen, pero la
graf́ıa de fracción irreducible que es única y completa, sin embargo para los números
reales no existe graf́ıa única destacable. Para un número real se puede optar por una
expresión decimal ilimitada que por su naturaleza, no es completa, o se puede optar
por indicarlo como el ĺımite de una sucesión de Cauchy de números racionales. En
este caso, resulta que la clase de sucesiones de Cauchy puede ser representada por
cualquier sucesión de la clase y no hay una destacable antes las demás.

1.3. Topoloǵıa de R

Los intervalos abiertos, cerrados y semiabiertos, o semicerrados, de R se escriben
exactamente igual que lo escrito en la sección 1.1 para un conjunto ordenado arbitra-
rio. Los intervalos iniciales y finales de R se denominan semirrectas y al escribirlos
se sustituyen los śımbolos Ð y Ñ por ´8 y `8 respectivamente. Se recuerda todos
los tipos de intervalos posibles:

p´8, bs, p´8, bq, pa, bq, ra, bq, pa, bs, ra, bs, pa,`8q, ra,`8q y R “ p´8,`8q,

siendo a, b P R tales que a ă b. Se entiende que ra, as “ tau y pa, aq “ H.

Dados dos números reales a ă b, entonces se dice que la medida de longitud del
intervalo I “ ra, bs es el número |b´ a|. Es decir, longpIq “ |b´ a|. Además,
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long
`

ra, bs
˘

“long
`

pa, bq
˘

“long
`

ra, bq
˘

“long
`

pa, bs
˘

.

De un conjunto acotado superiormente A Ă R se dice que suppAq ă 8 puesto que
suppAq P R. Es decir, existe una semirrecta que lo contiene A Ă p´8, suppAqs.
Análogamente, de conjunto acotado inferiormente se dice que ı́nfpAq ą ´8 puesto
que ı́nfpAq P R. Es decir, existe una semirrecta que lo contiene A Ă ŕınfpAq,`8q.

Si A no es acotado superiormente se dice que suppAq “ 8. Si no es acotado inferior-
mente se dice ı́nfpAq “ ´8.

Un conjunto A Ă R es acotado si es acotado superiormente, suppAq ă 8, y es
acotado inferiormente, ı́nfpAq ą ´8. Es decir, existe un intervalo que lo contiene
A Ă ŕınfpAq, suppAqs.

Observación No es raro utilizar la expresión intervalo acotado para los intervalos,
y la expresión intervalo no acotado para semirrectas.

Propiedades de los intervalos de R
Todo intervalo I Ă R, o semirrecta, es un conjunto convexo. Es decir, para
cualesquiera a, b P I se cumple que ra, bs Ă I (véase el ejercicio 1.73).

Cualquier intervalo I Ă R, o semirrecta, contiene números racionales y núme-
ros irracionales. Más concretamente, para cualesquiera a, b P R tales que a ă b,
se tiene:

pa, bq XQ ‰ H y pa, bq X
`

R´Q
˘

‰ H.

Es decir, el conjunto Q y el conjunto R´Q son conjuntos densos en R (véase
el ejercicio 1.103).

Propiedad de los intervalos encajados o postulado de Cantor. (véase
ejercicio 1.106)

En R, cualquier sucesión de intervalos cerrados,

ra0, b0s Ą ra1, b1s Ą ra2, b2s Ą ¨ ¨ ¨ ran, bns Ą ¨ ¨ ¨

siendo an ď bn para todo n P N, se satisfacen las siguientes propiedades:

1.
č

nPN
ran, bns ‰ H.

2. Si la longitud longran, bns “ bn ´ an del intervalo ran, bns tiende a cero

cuando n crece, entonces existe un único punto a P
č

nPN
ran, bns.
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Figura 1.5: Representación de una familia de intervalos encajados

Ejemplo 1.72 Suma de números reales en forma decimal

El número a “ 1,01001000100001 . . . no es decimal periódico y el número

b “ 1,0101010101 . . . es decimal periódico. Se tiene las siguientes secuencias de de-
sigualdades

1 ď a ď 2 1 ď b ď 2 2 ď a` b ď 4
1,0 ď a ď 1,1 1,0 ď b ď 1,1 2,0 ď a` b ď 2,2

1,01 ď a ď 1,02 1,01 ď b ď 1,02 2,02 ď a` b ď 2,04
1, 010 ď a ď 1,011 1,010 ď b ď 1,011 2,020 ď a` b ď 2,022

1, 0100 ď a ď 1,0101 1,0100 ď b ď 1,0101 2,0200 ď a` b ď 2,0201
1, 01000 ď a ď 1,01001 1,01010 ď b ď 1,01011 2,02010 ď a` b ď 2,02012

...
...

...
...

...
...

...
...

...

que definen una sucesión de intervalos encajados para cada uno de los números a, b
y a` b. La propiedad de los intervalos encajados indica que la intersección de cada
sucesión de intervalos es el número real correspondiente. De esta forma cada número
real está asociado a una única expresión decimal ilimitada. ♣

Observación En la figura 1.1 se ha representado todos los números racionales sobre
una recta. Es decir, a cada número racional le corresponde un punto sobre esa recta.

Dados dos números racionales α y β tales que α ă β se tiene que α ă
α` β

2
ă β.

Al poder reiterar el proceso del valor medio indefinidamente se puede tener la idea
de que los números racionales rellenan toda la recta. Sin embargo a todo punto de
la recta no le corresponde un número racional. Esto es debido a que en Q no se
cumple la propiedad de los intervalos encajados. Esta propiedad se satisface en los
números reales y esto permite representar a dichos números como todos los puntos
de un recta. Además, una vez escogidos los puntos que representan a los números 0
y 1, el 1 usualmente a la derecha del 0, cada punto de la recta representa un único
número real e inversamente cada número real está representado por un punto de la
recta. Esta recta de puntos es denominada recta real.
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Nota La posibilidad de representar los números reales como una recta nos permitirá
decir ”...elegido un punto de R...” en lugar de decir ”...elegido un número de R...”
Desde este momento no se hará distinción entre punto de la recta real y número real.

Figura 1.6: La recta real

Ejercicio 1.73 Caracterización de un intervalo

Sea J Ă R. J es un intervalo o una semirrecta, si y sólo si para cualesquiera x, y P J
se cumple rx, ys Ă J .

Demostración

Si J es un intervalo o una semirrecta, entonces se cumple rx, ys Ă J, @x, y P J .
Veamos el rećıproco. Se determinan a “ ı́nfpJq y b “ suppJq.

Para cualquier z, a ă z ă b, por definición de supremo e ı́nfimo, se eligen

z1 P

ˆ

a,
b` z

2

˙

X J y z2 P

ˆ

a` z

2
, b

˙

X J.

De a ď z1 ď z ď z2 ď b y la propiedad rx, ys Ă J, @x, y P J , se cumple rz1, z2s Ă J .
Por tanto, z P J y pa, bq Ă J . Además, pa, bq puede ser p´8,8q, p´8, k1q, pk1, k2q o
pk2,8q dependiendo lo que sean ı́nfpJq y suppJq. ♣

Práctica 1.74 Unión de intervalos

Demuestre que la unión de dos intervalos abiertos no disjuntos es un intervalo abierto.

Práctica 1.75 Intersección de intervalos

Estudie los casos es los que la intersección de dos intervalos no disjuntos es un
intervalo

Observación Se debe entender como intervalo abierto, pa, bq cuando sólo se utilice
la palabra intervalo.



48 Caṕıtulo 1 Números reales

Conjuntos abiertos y conjuntos cerrados de R
En la relación entre puntos y subconjuntos de R juega un papel principal el concepto
de entorno.

Un entorno abierto centrado del punto a P R es cualquier intervalo abierto de la
forma Ua,r “ pa´ r, a` rq donde r P R y r ą 0. Es decir,

Ua,r “ tx P R | ´r ă x´ a ă ru “ tx P R | |x´ a| ă ru.

Al número r se le denomina radio y al punto a se le llama centro del entorno centrado
Ua,r que también se denota con Upa, rq.

Nota El lector puede encontrar en este y otros libros expresiones como ”... para
x P R tal que |x ´ a| ă ε...”. Esta expresión o algunas similares debe ser entendida
en términos de entornos, aśı pues, esto significa ”...para x P Ua,ε...”

Para un punto a P R cualquier intervalo abierto de extremos distintos de a que lo
contiene es un entorno abierto del punto a P R . Es decir, Ua “ pc, dq es un entorno
abierto de a si y sólo si c ă a ă d.

Práctica 1.76 Unión cualesquiera e intersección finita de entornos
de un número
Sean a P R y tUda udPK donde K es un conjunto de sub́ındices. Estudie si los conjunto

ď

dPK

Uda y
č

dPFĂK

Uda , F es finito,

son entornos de a.

Se definen los entornos cerrados, centrado o no, de forma análoga a la definición
de entornos abiertos.

Ua,r “ tx P R | |x´ a| ď ru y Ua “ rc, ds tal que c ă a ă d.

Observación Con frecuencia se utiliza el término entorno para referirse a cualquier
entorno abierto centrado y, en caso contrario, se indica el tipo de entorno del que
se trata. Además, dado un entorno abierto Ua “ pc, dq el entorno abierto centrado
mayor posible contenido en Ua es Ua,r “ pa´ r, a` rq siendo r “ mı́ntc´ a, d´ au.

Dado un entorno abierto Ua, al conjunto Ua´tau se le denomina entorno reducido
o perforado abierto de a, y se escribe como U˚a . En general, los entorno reducidos
se eligen centrados, aśı pues

U˚a,r “ Ua,r ´ tau “ pa´ r, aq Y pa, a` rq “ tx P R | 0 ă |a´ x| ă ru.
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A continuación se definen los conjuntos que constituyen la topoloǵıa usual de R y se
estudian sus propiedades más importantes.

Punto interior de un conjunto: Sean A P R y i P A. i es un punto interior de A
si y sólo si existe un entorno abierto de i contenido en A. Es decir,

i punto interior de A ðñ DUi que Ui Ă A.

Al conjunto de puntos interiores de A se denota intpAq, que se lee interior de A. Es
claro que intpAq Ă A.

Conjunto abierto: Sea A Ă R. A es abierto si todos sus puntos son interiores. Es
decir

A conjunto abierto ðñ A “ intpAq.

De los conjuntos abiertos se destacan las siguientes propiedades:

H y R son conjuntos abiertos.

La unión de una colección de conjuntos abiertos (finita o no) es un conjunto
abierto.

La intersección finita de una colección de conjuntos abiertos es un conjunto
abierto.

Ejercicio 1.77 Unión de conjuntos abiertos
Cualquier unión de conjuntos abierto es un conjunto abierto.
Solución
Sean K Ă R un conjunto de sub́ındices, tAdudPK un conjunto de conjuntos abiertos

y A “
ď

dPK

Ad. Se tiene

a P Añ Dd0 P K, a P Ad0 ñ DUa Ă Ad0 Ă Añ a P intpAq. ♣

Ejercicio 1.78 Intersección finita de conjuntos abiertos
Cualquier intersección finita de conjuntos abierto es un conjunto abierto.
Solución
Sean K Ă N un conjunto finito de sub́ındices, tAiuiPK un conjunto de conjuntos

abiertos y A “
č

iPK

Ai. Se tiene

a P Añ a P Ai,@i P K ñ DU ia P Ai, @ i P K ñ DUa “
č

iPK

U ia Ă Añ a P intpAq. ♣
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Ejemplo 1.79
Cualquier intervalo abierto o semirrecta abierta es un conjunto abierto.

El conjunto A “ R´ N es un conjunto abierto puesto que

A “ p´8, 0q Y
ď

nPN´t0u
pn´ 1, nq.

B “ p´15, 15q ´ r2, 3s es un conjunto abierto pues B “ p´15, 2q Y p3, 15q. ♣

Un conjunto A Ă R abierto queda caracterizado por el siguiente resultado.

Proposición 1.80
Sea A Ă R, A ‰ H. A es un conjunto abierto si y sólo si es unión finita o
numerable de una colección de intervalos abiertos disjuntos.

Demostración
Cada intervalo abierto es un conjunto abierto, y por tanto la unión de intervalos
abiertos es un conjunto abierto.

Al ser A un conjunto abierto, se tiene que para todo x P A existe un entorno
Ux “ py, zq Ă A. Se consideran

ax “ ı́nfty P R|py, xq Ă Au R A y bx “ suptz P R|px, zq Ă Au R A.

El intervalo Ix “ pax, bxq está contenido en A. Veamos que la existencia de un
número t P Ix tal que t R A no es posible. Si ax ă t ă x se contradice la definición
de ax como ı́nfimo de extremos inferiores de intervalos py, xq Ă A. Análogamente,
x ă t ă bx contradice la definición de bx como supremo extremos superiores de
intervalos px, zq Ă A.

ď

xPA

Ix Ă A.

Para p, q P A, Ip “ pap, bpq Iq “ paq, bqq, se tiene que IpX Iq “ H y que los números
ap, bp, aq, bq R A. De suponer que existe r P Ip X Iq, se tiene bp ă aq y aq ă bp .

Como bp ă aq y bp R A, por tanto, bp R paq, bqq, entonces ap ď aq.
Como aq ă bp y aq R A, por tanto, aq R pap, bpq, entonces aq ď ap.

Luego, ap “ aq. Análogamente se obtiene que bp “ bq. Esto es una contradicción, por
tanto, los intervalos Ix son disjuntos entre si. Es decir, los intervalos del conjunto tIxu
son disjuntos. Renombramos a este conjunto como tIdudPK siendo K un conjuntos
de sub́ındices.

ď

dPK

Id “ A.
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Para determinar el tamaño de K, se elige un número racional αd de cada intervalo
de tIdudPK y se define la aplicación h : K ÝÑ Q como hpdq “ αd. Es claro que esta
aplicación es biyectiva. Por lo tanto, K o es un conjunto finito o es numerable. ♣

Nota Conviene recordar que una colección de elementos se dice numerable si existe
una biyección entre la colección y N. Es decir, si la colección tiene tantos elementos
como N.

Práctica 1.81
Estudie si R´ panq es un conjunto abierto o no, dependiendo de la sucesión panq.

Práctica 1.82
Sea una sucesión panq tal que ĺım

n
an “ a P R. Sean los conjuntos de intervalos

abiertos A “ tpa ´ an, a ` anq|n P Nu y B “ tp´a ´ an, a ` anq|n P Nu. Estudie,
dependiendo de la sucesión, si los conjuntos

č

nPN
pa´ an, a` anq y

č

nPN
p´a´ an, a` anq

son conjuntos abiertos o no.

Conjunto cerrado: Sea C Ă R. C es un conjunto cerrado si su complementario
CC es un conjunto abierto. Es decir

C conjunto cerrado ðñ CC conjunto abierto .

Observación El complementario de un conjunto B Ă R es el conjunto
CB “ R´B “ tx P R | x R Bu.

De los conjuntos cerrados se destacan las siguientes propiedades:

H y R son conjuntos cerrados.

La intersección (finita o no) de una colección de conjuntos cerrados es un
conjunto cerrado.

La unión finita de una colección de conjuntos cerrados es un conjunto cerrado.

Ejercicio 1.83 Intersección de conjuntos cerrados
Cualquier intersección de conjuntos cerrados es un conjunto cerrado.
Solución
Sean K Ă R un conjunto de sub́ındices, tCdudPK un conjunto de conjuntos cerrados

y C “
č

dPK

Cd.
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Si x R C entonces existe d P K tal que x R Cd y x P CCd. Al ser CCd un conjunto
abierto, existe Ux P CCd. Además, Ux X Cd “ Hñ Ux X C “ Hñ Ux Ă CC.

Luego, CC es un conjunto abierto. Por tanto, C es un conjunto cerrado. ♣

Ejercicio 1.84 Unión finita de conjuntos cerrados
Cualquier unión finita de conjuntos cerrados es un conjunto cerrado.
Solución
Sean K Ă N un conjunto finito de sub́ındices, tCiuiPK un conjunto de conjuntos

cerrados y C “
ď

iPK

Ci. Al aplicar las leyes de Morgan,

CC “ C

˜

ď

iPK

Ci

¸

“
č

iPK

CCi,

es un conjunto abierto por ser intersección finita de conjuntos abiertos. Luego C es
cerrado. ♣

Ejemplo 1.85 Un intervalo cerrado o una semirrecta cerrada es un conjunto
cerrado.
Dado a P R, el conjunto C “ tau es un conjunto cerrado puesto que al aplicar la

propiedad de los intervalos encajados se tiene que tau “
č

nPN´t0u

„

a´
1

n
, a`

1

n



.

El conjunto Z es un conjunto cerrado pues Z “ R´A siendo A el conjunto abierto

A “
ď

nPN´t0u
tp´n,´n` 1q Y pn´ 1, nqu . ♣

Práctica 1.86 Demuestre que cualquier conjuntoA “
ď

nPN´t0u

„

´a´
1

n
, a`

1

n



,

donde a P R, es un conjunto cerrado.

Punto exterior a un conjunto: Sean A Ă R y e P R´A. e es punto exterior de
A si y sólo si existe un entorno Ue sin puntos comunes con A. Es decir,

e punto exterior ðñ DUe tal que Ue XA “ H ðñ e P intpCAq.

Al conjunto de puntos exteriores de A se le designa extpAq y se lee exterior de A.

Punto frontera de un conjunto: Sean A Ă R y f P R. f es punto frontera de A
si, y sólo si cualquier entorno de f , Uf , posee puntos comunes con A y con CA. Es
decir,

f punto frontera ðñ @Uf se cumple que Uf XA ‰ H y Uf X CA ‰ H.
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Al conjunto de puntos frontera de A se le designa frontpAq y se lee frontera de A.

Observación Dado A Ă R, los conjuntos intpAq, extpAq y frontpAq son conjuntos
disjuntos dos a dos. Además, R “ intpAq Y extpAq Y frontpAq. Es decir, que todo
punto de R es interior, exterior o frontera de un conjunto A.

Los conjuntos intpAq y ext(A) son conjuntos abiertos, y el conjunto frontpAq
es un conjunto cerrado.

Si A “ H, entonces intpAq “ H. Para cada x P intpAq, entonces Ux Ă A. Ahora
bien, para cualquier y P Ux se cumple Ux es un entorno de y. Por lo tanto, y es un
punto interior de A y Ux Ă intpAq. Es decir, intpAq es un conjunto abierto.

El conjunto extpAq “ intpR´Aq es abierto. Además, frontpAq “ R´
`

intpAqYextpAq
˘

es cerrado por ser el complementario de un abierto. ♣

Ejemplo 1.87
Del conjunto A “ t0u Y r1, 2q Y p4, 5s Y t7u se tiene

intpAq “ p1, 2q Y p4, 5q,
extpAq “ p´8, 0q Y p0, 1q Y p2, 4q Y p5, 7q Y p7,8q

y
frontpAq “ t0, 1, 2, 4, 5, 7u.

Del conjunto N se tiene que intpNq “ H, extpNq “ R´ N y frontpNq “ N.

Del conjunto B “ QX p0, 1q se tiene que intpBq “ H, extpBq “ p´8, 0q Y p1,8q y
frontpBq “ r0, 1s. ♣

Práctica 1.88
Determine del conjunto A “ t´1uY p1, 3s Y p5, 6s Y t7u los conjuntos intpAq, extpAq
y frontpAq.

Práctica 1.89
Determine de los conjuntos Z, Q y del conjunto I de los números irracionales, los
conjuntos interior, exterior y frontera.

Observación Los puntos interiores pertenecen al conjunto, los exteriores pertene-
cen al complementario y los frontera pueden ser del conjunto o de su complementario.

Punto aislado de un conjunto: Sean A Ă R y a P A. a es punto aislado de A
si, y sólo existe un entorno perforado de a que no contienen puntos de A. Es decir,

a punto aislado de A ðñ DU˚a tal que U˚aXA “ H ðñ DUa tal que UaXA “ tau.
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Al conjunto de los puntos aislados de A se le designa por aislpAq y se lee conjunto
aislado de A.

Punto de acumulación de un conjunto: Sean A Ă R y a P R. a es un punto de
acumulación de A si y sólo si cada entorno perforado de a contiene puntos de A. Es
decir,

a punto de acumulación de A ðñ @U˚a se cumple que U˚a XA ‰ H.

Al conjunto de los puntos de acumulación de A se le designa por A1 o por acumpAq
y se lee conjunto derivado de A o de acumulación de A.

Observación En todo entorno de un punto de acumulación de un conjunto A hay
elementos del conjunto A (de hecho hay una infinidad).

Una caracterización de los conjuntos cerrados es: (véase ejercicio 1.112)

A Ă R. A es cerrado ðñ acumpAq Ă A.

Punto adherente de un conjunto: Sean A Ă R y a P R. a es un punto adherente
de A si y sólo si cada entorno de a contiene elementos de A. Es decir,

a punto adherente de A ðñ @Ua se cumple que Ua XA ‰ H.

Al conjunto de puntos adherentes de A lo designaremos por A o por adhpAq, y se
lee clausura, adherencia o cierre de A. Es claro que A Ă A.

Práctica 1.90 Adherencia de un conjunto
Demuestre que adhpAq “ intpAq Y frontpAq para todo A Ă R.

Proposición 1.91 Clausura de un conjunto
El conjunto adhpAq es el menor conjunto cerrado que contiene al conjunto A.
Es decir, no existe C Ă R conjunto cerrado, A Ă C tal que C Ă adhpAq.

Demostración
El conjunto adhpAq “ intpAq Y frontpAq “ R´ extpAq es cerrado por ser el comple-
mentario de un abierto.

Sea un conjunto cerrado C Ą A, veamos que adhpAq Ă C. Como R´ C es abierto,
entonces para cada x P R ´ C existe un entorno Ux Ă R ´ C Ă R ´ A. Además,
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Ux XA “ H por lo cual x R adhpAq y x P R´ adhpAq. Es decir,

R´ C Ă R´ adhpAq ñ adhpAq Ă C. ♣

A Ă R. A conjunto cerrado ðñ A “ A.

Ejemplo 1.92
De los conjuntos del ejemplo 1.87 A “ t0u Y r1, 2q Y p4, 5s Y t7u se tiene
acumpAq “ r1, 2s Y r4, 5s, aislpAq “ t0, 7u y A “ adhpAq “ t0u Y r1, 2s Y r4, 5s Y t7u.

De N se tiene que acumpNq “ H, aislpNq “ N y N “ N.

De B “ QX p0, 1q se tiene que acumpBq “ r0, 1s, aislpBq “ H y B “ r0, 1s. ♣

Práctica 1.93
Determine del conjunto de la práctica 1.88 A “ t´1u Y p1, 3s Y p5, 6s Y t7u los
conjuntos acumpAq, aislpAq y A.

Práctica 1.94
Determine de los conjuntos Z, Q y del conjunto I de los números irracionales, los
conjuntos de acumuación, de puntos aislados y adherencia.

Topoloǵıa usual de R
En general, dotar de una topoloǵıa T a un conjunto E es dar una colección T de
subconjuntos de E que cumple las propiedades:

H, E P T .

La unión de cualquier colección de elementos de T es un elemento de T . Es
decir, para toda colección tApupPF, con Ap P T , entonces

ď

pPF

Ap P T .

Toda intersección finita de elementos de T es un elemento de T . Es decir, para
toda colección tAiuiPt1,¨¨¨ ,nu con Ai P T , entonces

č

iPt1,¨¨¨ ,nu

Ai P T .

Al par pE, T q se le denomina espacio topológico y a los elementos de T se les
denomina conjuntos abiertos de E.
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Observación En un mismo conjunto E puede definirse varias topoloǵıas.

A R se le ha dotado de la familia de los conjuntos abiertos que forman una topoloǵıa
al cumplir las tres propiedades anteriores denominada topoloǵıa usual de R.

Conjuntos compactos de R
Además de los conjuntos abiertos y los conjuntos cerrados, de los que intervalos
abiertos e intervalos cerrados son un ejemplo particular, existen otros conjuntos de
gran importancia en el desarrollo del Cálculo Diferencial e Integral.

Recubrimiento de un conjunto: Sean A Ă R y una familia R de subconjuntos
de R. R es un recubrimiento del conjunto A si y sólo si A Ă

ď

BPR

B. Es decir,

R recubrimiento de A ðñ @x P A DB P R tal que x P B.

Un recubrimiento se dice recubrimiento abierto si está constituido por conjuntos
abiertos. Análogamente, se dice recubrimiento cerrado si lo constituyen conjuntos
cerrados.

Conjunto compacto: Sea K Ă R. K es un conjunto compacto si y sólo si para
cualquier recubrimiento abierto R de K se puede extraer un subrecubrimiento finito
R1 de K. Es decir,

K conjunto compacto ðñ @R recubrimiento abierto DR1 “ tA1, ¨ ¨ ¨ , Anu Ă R
tal que K Ă

ď

iPt1,¨¨¨ ,nu

Ai.

Ejemplo 1.95
Es claro que H y tau son compactos.

Las semirrectas p´8, as y rb,8q no son compactas, puesto que de los recubrimientos
respectivos R “ tpa´ n ´ 1, a´ n ` 1qn P Nu y R “ tpb` n ´ 1, b` n ` 2q;n P Nu
no se puede extraer un subrecubrimiento finito.

R no es compacto, pues R “ tp´n´1,´n`1qYpn, n`2q;n P Nu es un recubrimiento
abierto y no se puede extraer un subrecubrimiento finito de R.

Un intervalo pa, bq no es un conjunto compacto pues del recibrimiento

R “

"ˆ

a`
1

n
, b

˙

| n P N
*

no se puede extraer un subrecubrimiento finito. ♣
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Ejercicio 1.96 Unión finita de compactos
La unión finita de conjuntos compactos es un conjunto compacto.
Solución
Sean K1, ¨ ¨ ¨ ,Kn conjuntos compactos. Al considerar un recubrimiento R sobre el

conjunto K “

n
ď

1“1

Ki, ocurre que R un recubrimiento sobre cada compacto Ki y

existe un subrecubrimiento finito Ri de Ki. Entonces,
n
ď

1“1

Ri es un recubrimiento

finito de K. ♣

Práctica 1.97 Intersección de compactos
La intersección de conjuntos compactos es un conjunto compacto.

Otros conjuntos compactos son :

Un conjunto cerrado contenido en un compacto es un conjunto compacto.
Véase el ejercicio 1.108.

Un intervalo cerrado ra, bs es un conjunto compacto. Véase el ejercicio 1.110.

La caracterización de los conjuntos compactos en R es el conocido teorema de Heine-
Borel. Véase el ejercicio 1.111.

C Ă R conjunto compacto ðñ C cerrado y acotado.

Unas condiciones que aseguran la existencia de puntos de acumulación las presenta
el siguiente resultado conocido como teorema de Bolzano-Weierstrass.

Sea A Ă R un conjunto no finito y acotado, entonces acumpAq ‰ H.

Véase el ejercicio 1.107

1.4. Complementos al tema

Para que la lectura de las anteriores fuera más fluida se han saltado algunas demos-
traciones de proposiciones y teoremas importantes en la materia. Es en esta sección
donde se muestra las demostraciones y se añaden otros resultados teóricos como ejer-
cicios que debieran ser resueltos sin establecer una ordenación sistemática de dichos
resultados.
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Ejercicio 1.98 Ráız cuadrada de un número
Demuestre que cada número real positivo tiene una única ráız cuadrada positiva.
Solución
Sea d ě 0. Buscamos las soluciones de la ecuación x2 “ d. Desde luego si x0 P R
es solución de la ecuación anterior, también es solución ´x0, por lo que buscaremos
sólo las soluciones positivas. Podemos además suponer que d ą 0 pues la ecuación
x2 “ 0 tiene solución única x “ 0. Sea el conjunto:

A “ tx P R | x ě 0 y x2 ď d u.

El conjunto A es no vaćıo pues 0 P A. Además, A es un conjunto acotado supe-
riormente por máxp1, dq y cualquier número real positivo b tal que b2 ě d es cota
superior de A, ya que en caso contrario existe a P A tal que b ă a y al ser am-
bos positivos se deduciŕıa que d ď b2 ă a2 ď d. Por el axioma del supremo existe
α “ suppAq P R. Veamos, por reducción al absurdo, que α2 “ d.

Si α2 ą d, se considera ε “
α2 ´ d

2α
ą 0. Se tiene:

pα´ εq2 “ α2 ´ 2αε` ε2 ą α2 ´ 2αε “ α2 ´ pα2 ´ dq “ d.

Por tanto α´ ε es cota superior de A, que contradice la hipótesis α “ suppAq.

Si α2 ă d se toma ε “ mı́n

ˆ

α,
d´ α2

3α

˙

ą 0. Se tiene:

pα` εq2 “ α2 ` 2αε` ε2 ď α2 ` 2αε` αε “ α2 ` 3αε ď α2 ´ pα2 ´ dq “ d.

Por tanto, α` ε P A, que contradice el hecho de ser α cota superior de A.

La unicidad de la ráız positiva se deduce de que si β ě 0 es tal que β2 “ d, entonces
por un lado β P A, y por tanto β ď α pues α era cota superior de A. Por otro lado,
β es cota superior de A y por tanto α ď β pues α era el supremo de A. ♣

Ejercicio 1.99 Axioma del ı́nfimo
Demuestre que todo subconjunto de R, no vaćıo y acotado inferiormente tiene ı́nfimo.
Solución
Basta observar que si A es un subconjunto no vaćıo de R acotado inferiormente,
entonces B “ ´A “ tx P R | ´x P Au es un conjunto no vaćıo acotado superior-
mente. Por el axioma del supremo, existe suppBq P R. Claramente se cumple que
ı́nfpAq “ ´ suppBq. ♣

Ejercicio 1.100 Parte entera de un número real
Sea x P R. Demuestre que existe un único número entero z P Z tal que

z ď x ă z ` 1 .
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Solución
Supongamos primero que x ě 0. Sea el conjunto:

A “ tn P N | n ď xu.

i) A ‰ H pues 0 P A.

ii) A está acotado superiormente en R, por x.

Por el axioma del supremo, existe z “ suppAq P R. Veamos que z P A. En efecto:

Como z´1 no es cota superior de A, existe p P A tal que z´1 ă p ď z. De z´1 ă p,
se deduce que z ă p` 1 y en consecuencia, cualquier entero estrictamente superior
a p es superior a z y por tanto, no es elemento de A. Luego p es el máximo de A y
se concluye que p “ z. Por tanto z P A y en particular z P N y z ď x. Como además
z ` 1 R A, se deduce que x ă z ` 1.

Supongamos ahora que x ă 0.

Si x P Z, tomamos z “ x, y se cumple z ď x ă z ` 1.

Si x R Z, entonces ´x ě 0 y sea q P N tal que q ď ´x ă q`1. Se toma z “ ´q´1 P Z.

Como ´q ´ 1 ă x ď ´q, se tiene que z ă x ď z ` 1. Como x R Z, resulta que
z ă x ă z ` 1 y en consecuencia, z ď x ă z ` 1.

La unicidad del entero z se deduce de lo siguiente: Sea z tal que z ď x ă z ` 1.
Si p P Z es tal que p ă z, entonces p ` 1 ď z ď x y por tanto, p no cumple que
p ď x ă p ` 1. Si p P Z es tal que p ą z, entonces p ě z ` 1 ą x y por tanto, p no
cumple que p ď x ă p` 1. ♣

Ejercicio 1.101 Propiedad arquimediana de R
Demuestre que para todo x P R tal que x ą 0, para todo y P R, existe n P N tal que
nx ą y.
Solución
Si y ď 0, basta tomar n “ 1. Si y ą 0, se toma n “ E

´y

x

¯

` 1. De
y

x
ă n se obtiene

que nx ą y. ♣

Ejercicio 1.102 Los intervalos son conjuntos convexos
Demuestre que un conjunto I Ă R es un intervalo si y sólo si cualesquiera que sean
los números x, y de I tales que x ă y se cumple que rx, ys Ă I.
Solución
Si I es un intervalo, claramente se satisface la propiedad del enunciado.

Rećıprocamente, sea I un conjunto no vaćıo tal que cualesquiera que sean los puntos
x, y de I tales que x ă y se cumple que rx, ys Ă I. Sean a “ ı́nfpIq y b “ suppIq,
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donde a y b P R, salvo en los casos donde I no está acotado inferiormente, en ese
caso a “ ´8, o I no está acotado superiormente, y en ese caso b “ `8.

Veamos que pa, bq Ă I, probando que si z P pa, bq entonces z P I.

i) Si a ă z y a “ ´8, entonces I no está acotado inferiormente y por tanto z no
es cota inferior de I. En consecuencia, existe x P I tal que x ă z.

ii) Si a ă z y a ‰ ´8, como a es la mayor de las cotas inferiores de I, z no es
cota inferior de I. En consecuencia, existe x P I tal que x ă z.

En ambos casos hemos probado que si a ă z, existe x P I tal que x ă z.

De manera análoga se prueba que si z ă b, entonces existe y P I tal que z ă y.

En definitiva, si z P pa, bq, existen x e y P I tales que x ă z ă y, y por la propiedad
que satisface I, resulta que z P I. ♣

Ejercicio 1.103 Q es un conjunto denso en R
Compruebe que cualesquiera que sean a, b P R tales que a ă b, se tiene:

pa, bq XQ ‰ H y pa, bq X
`

R´Q
˘

‰ H.

Solución
Hay que demostrar que el intervalo pa, bq contiene números racionales e irracionales.
Sean x e y dos elementos de pa, bq. Si uno de ellos es racional y el otro irracional, no
hay nada que probar.

Si los dos son racionales y x ă y, entonces z “ x`
py ´ xq

?
2

2
es irracional y cumple

x ă z ă y.

Luego, entre dos números racionales siempre hay un número irracional.

Si los dos son irracionales y x ă y, sea n “ E

ˆ

1

y ´ x
` 1

˙

. Como n ą
1

y ´ x
resulta

que:

1 ă npy ´ xq.

Sea ahora m “ Epnxq. Se tiene:

m ď nx ă m` 1 ď nx` 1 ă nx` npy ´ xq “ ny,

es decir, nx ă m` 1 ă ny. Luego, x ă
m` 1

n
ă y. Por tanto,

m` 1

n
es un número

racional entre x e y.

En consecuencia, entre dos irracionales siempre hay un número racional. ♣
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Ejercicio 1.104 El número real como ĺımite de una sucesión de núme-
ros racionales
Demuestre que para cualquier r P R existen dos sucesiones de números racionales,

tanunPN y tbnunPN, tales que an ď r ď bn para todo n P N y dpan, bnq ă
1

n
.

Solución
Se considera la familia de intervalos In “

 `

x´ 1
2n , x`

1
2n

˘(

nPN.

Para cada n P N, se elige un an P
`

x ´ 1
2n , x

˘

X Q y un bn P
`

x, x ` 1
2n

˘

X Q. Esto
se puede hacer pues Q es denso en R.

Las sucesiones tanunPN˚ y tbnunPN˚ son dos sucesiones adecuadas pues para todo
n P N˚ se cumple:

|x´ an| ă
1

2n
y |x´ bn| ă

1

2n
ùñ |an ´ bn| ď |an ´ x| ` |x´ bn| ă

1

n
.

Es claro que esas dos sucesiones no son únicas. ♣

Práctica 1.105 El número real como ĺımite de una sucesión de núme-
ros irracionales
Demuestre que para cualquier r P R existen dos sucesiones; una de números racio-
nales, tanunPN y otra de números irracionales tbnunPN, tales que an ď r ď bn para

todo n P N y dpan, bnq ă
1

n
. ♣

Ejercicio 1.106 Propiedad de los intervalos encajados
Demuestre que en R cualquier sucesión de intervalos cerrados,

ra0, b0s Ą ra1, b1s Ą ra2, b2s Ą ¨ ¨ ¨ ran, bns Ą ¨ ¨ ¨

siendo an ď bn para todo n P N, satisface las siguientes propiedades:

1.
č

nPN
ran, bns ‰ H.

2. Si la longitud bn ´ an del intervalo ran, bns tiende a cero cuando n Ñ 8,

entonces existe un único punto α P
č

nPN
ran, bns.

Solución
El conjunto A “ t an | n P N u es un conjunto acotado superiormente, ya que an ď b0
para todo n P N. En consecuencia, existe α “ suppAq.

Análogamente, el conjunto B “ t bn | n P N u es un conjunto acotado inferiormente,
ya que a0 ď bn para todo n P N. Luego, existe β “ ı́nfpBq.
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Para todo n,m P N se cumple que an ď bm, por lo que α ď β. Además, para todo
n P N, se cumple que rα, βs Ă ran, bns, luego

rα, βs Ă
č

nPN
ran, bns,

y por consiguiente,
č

nPN
ran, bns ‰ H.

Finalmente, si existen x ‰ y tales que x, y P ran, bns para todo n P N, entonces
bn´ an ě l “ |x´ y| ą 0 para todo n P N y por tanto, bn´ an no tiende a 0 cuando
n tiende a infinito. Aśı pues, el único elemento de esta intersección es α “ β. ♣

Ejercicio 1.107 Caracterización de los conjuntos cerrados

Demuestre que un conjunto C es cerrado si y sólo si acumpCq Ă C.

Solución

(ùñ) Supongamos que existe a P acumpCq y a R C.

Al ser C un conjunto cerrado R´C es un conjunto abierto, y todos sus puntos son
interiores.

Como a P pR´Cq, existe un entorno Ua Ă pR´Cq, lo cual es una contradicción con
ser a un punto de acumulación de C.

(ðù) Supuesto que C no es cerrado. El conjunto R ´ C no es abierto, por tanto
posee algún punto que no es interior. Es decir, existe a P pR ´ Cq X frontpR ´ Cq,
por tanto cualquier entorno Ua cumple que Ua X pR´ Cq ‰ H y Ua X C ‰ H.

Luego, a es un punto de acumulación de C, lo cual está en contradicción con
acumpCq Ă C. ♣

Ejercicio 1.108 Subconjunto cerrado de un conjunto compacto

Sean C un conjunto cerrado y K un conjunto compacto. Demuestre que si C Ă K
entonces C es un conjunto compacto.

Solución

Sea un recubrimiento abierto RC de C. Al ser C un conjunto cerrado el conjunto
R´ C es abierto.

Se construye el recubrimiento abierto RK “ RC Y tR ´ Cu de K. Al ser K un
conjunto compacto se puede extraer una subrecubrimiento finito R1K .

Como C Ă K el recubrimiento finito anterior es un recubrimiento finito de C. Como
C X pR ´ Cq “ H se tiene que R1C “ R1K ´ tR ´ Cu es un subrecubrimiento finito
de C extráıdo del recubrimiento RC . ♣
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Ejercicio 1.109 ¿Es C un conjunto compacto?

C “ t´1, 1u Y

"

p´1qn `
1

n` 1

*

nPN
.

Solución

Como aisl(Cq “

"

p´1qn `
1

n` 1

*

nPN
y acum(Cq “ t´1, 1u, entonces C “ C.

Además, C es un conjunto acotado, C Ă r´2, 3s.

Se tiene que C es un conjunto cerrado contenido en r´2, 3s que es un conjunto
compacto, entonces C es compacto. ♣

Ejercicio 1.110 Un intervalo cerrado es un conjunto compacto
Demuestre que un intervalo cerrado ra, bs es un conjunto compacto en R.
Solución
Sea R un recubrimiento abierto de ra, bs. Se define el conjunto S de los puntos
x P ra, bs tal que el intervalo ra, xs es recubrible con un subrecubrimiento finito de
R.

Es claro que S ‰ H pues a P S. Además, S es un conjunto acotado pues S Ă ra, bs,
por tanto, existe su supremo; c “ suppSq. Como s ď b para todo s P S, se tiene que
c ď b. Es decir, c P ra, bs. Luego existe un conjunto abierto A P R que contiene a c.
Al ser c un punto interior de A existe un entorno Uc,r Ă A.

Elegido un d P S tal que |d ´ c| ă r se tiene para ra, ds un subrecubrimiento finito
extráıdo de R. Aśı pues ra, cs “ ra, dsYrd, cs Ă ra, dsYA posee un subrecubrimiento
finito. Es decir, c P S.

Si se supone que c ă b se toma r1 “ mı́n

"

r

2
,
|b´ c|

2

*

, entonces

„

a, c`
r1

2



“ ra, ds Y rd, cs Y

„

c, c`
r1

2



Ă ra, ds Y rd, cs Y rc´ r, c` rs Ă ra, ds YA.

Por tanto, c`
r1

2
P S que es una contradicción con ser c “ suppSq. Luego c “ b. ♣

Ejercicio 1.111 Teorema de Heine-Borel
Dado K Ă R, demuestre que K es un conjunto compacto si y sólo si K es un conjunto
cerrado y acotado.
Solución
(ùñ) Se considera el recubrimiento abierto R “ tp´n, nq;n P pN´ t0uqu. Al ser K
compacto se puede extraer un subrecubrimiento finito

R “ tp´n1, n1q, ¨ ¨ ¨ , p´nk, nkqu.
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Sea m “ máxtn1, ¨ ¨ ¨ , nku, entonces K Ă p´m,mq. Por tanto, K es un conjunto
acotado.

Supongamos que K no es cerrado. Es decir, existe a P K tal a R K. Para cada x P K
se consideran los entornos U

a,
|x´a|

2
y U

x,
|x´a|

2
que son disjuntos.

Se tiene el recubrimiento abierto de K R “ tU
x,
|x´a|

2
;x P Ku. Al ser K compacto se

puede extraer un subrecubrimiento finito R1 “
 

U
xi,

|xi´a|

2

; i P t1, ¨ ¨ ¨ , ku
(

.

Se construye el entorno de a, Ua “
č

iPt1,¨¨¨ ,ku

U
a,
|xi´a|

2

. Resulta que

Ua X
ď

iPt1,¨¨¨ ,ku

U
a,
|xi´a|

2

“ H ùñ Ua XK “ H,

lo cual es una contradicción con a P K.

(ðù) Si K es acotado entonces existe un intervalo cerrado ra, bs que contiene a K.

Por el contenido del ejercicio 1.110 se tiene que ra, bs es un conjunto compacto. Si K
es cerrado y ra, bs es compacto, por el contenido del ejercicio 1.108, K es un conjunto
compacto. ♣.

Ejercicio 1.112 Teorema de Bolzano-Weierstrass
Sea un conjunto infinito A P R. Demuestre que si A es un conjunto acotado, entonces
A tiene, al menos, un punto de acumulación.

Solución
Supongamos que A no tiene puntos de acumulación. Entonces A está constituido por
puntos aislados, y como A Ă A resulta que A está constituido por puntos aislado,
por tanto A “ A. Es decir, A es cerrado.

Al ser A cerrado y acotado, se tiene que es compacto, por el teorema de Heine-Borel.
Para cada x P A se considera un entorno abierto Ux tal que U˚x XA “ H.

Estos entornos constituyen un recubrimiento abierto de A, por tanto se puede extraer
un subrecubrimiento finito. Por tanto, A es un conjunto finito, lo cual contradice que
A fuese un conjunto no finito. ♣

1.5. Comentarios

Disponer de una extensión algebráica de un cuerpo es relativamente fácil. Por ejem-
plo, una extensión del cuerpo pQ ` ¨ q es el cuerpo constituido por los elementos
del conjunto

Qr
?

2 s “ ta` b
?

2 | a, b P Qu
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dotado de las operaciones

pa`b
?

2q`pc`d
?

2q “ pa`cq`pb`dq
?

2 y pa`b
?

2qpc`d
?

2q “ pac`2bdq`pbc`adq
?

2.

Aunque pueda parecer algo ingénuo, la cuestión es que no es tan fácil extender un
cuerpo con un elemento p de una naturaleza distinta de la del cuerpo que se extiende,
puesto que para poder dar sentido a

pa` bpqpc` dpq “ ac` pad` bcqp` bdp2

hay incorporar a p2 y todas las sucesivas potencias de p.

En el caso de Qr
?
k s, k P N k ą 1 y en el de C “ Rris se tiene

p
?
k q2 “ k y i2 “ ´1.

Otra cuestión nada ingenua es disponer de un cuerpo ordenado que sea la extensión
de otro cuerpo ordenado, como es el caso de R con Q.

El proceso seguido para definir el modelo R˚ del conjunto de los números reales R
puede ser generalizado.

Compleción de un cuerpo ordenado

Sea pK ` ¨ ďq un cuerpo ordenado. Se definen las aplicaciones:

h : N ÝÑ K definida hpnq “

$

’

&

’

%

0 si n “ 0
n
ÿ

1

1 si n ą 0

g : Z ÝÑ K definida gpnq “

$

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

%

´

n
ÿ

1

1 si n ă 0

0 si n “ 0
n
ÿ

1

1 si n ą 0

f : Q ÝÑ K definida f
´m

n

¯

“
gpmq

gpnq
“ gpmq

`

gpnq
˘´1

Las tres aplicaciones son lineales e inyectivas, y conservan el orden.

N es isomorfo a NK “ hpNq Ă K que suele ser denominado semianillo de
números naturales de K.

Z es isomorfo a ZK “ gpZq Ă K que suele ser denominado anillo de números
enteros de K.
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Q es isomorfo a QK “ fpQq Ă K que suele ser denominado cuerpo de números
racionales de K.

El proceso seguido con el cuerpo pQ ` ¨ ďq para construir el modelo R˚ del cuerpo
R puede ser empleado con el cuerpo pQK ` ¨ ďq un cuerpo ordenado completo K˚
de forma que el cuerpo K puede identificarse con un subcuerpo de K˚.

Hay que considerar que en un cuerpo ordenado pK ` ¨ ďq esta definido el valor
absoluto y distancia entre dos escalares de forma similar al cuerpo pQ ` ¨ ďq.

Análogamente, se definen los conceptos relativos a sucesiones:

panq Ă K nula: @ε P K, ε ą 0, Dn0 P N tal que @n P N, n ą n0, |an| ă ε.

panq Ă K convergente a a P K: @ε P K, ε ą 0, Dn0 P N tal que

@n P N, n ą n0, |an ´ a| ă ε.

ĺım
n
an “ a P K: @ε P K, ε ą 0, Dn0 P N tal que @n P N, n ą n0, |an´ a| ă ε.

panq Ă K de Cauchy: @ε P K, ε ą 0, Dn0 P N tal que

@n,m P N, n ą n0, m ą n0, |an ´ am| ă ε.

También, se puede definir el conjunto CQK de todas las sucesiones de Cauchy de QK
y la relación R en CQK de equivalencia definida de la forma:

panqRpbnq ðñ ĺım
n
pan ´ bnq “ 0 ðñ panq ´ pbnq P NQK ,

donde NQK es el conjunto de todas las sucesiones nulas de QK.

Se considera el conjunto cociente K˚ “ CQK{R que tiene con K el mismo papel que
el conjunto R˚ tiene con R. Con lo cual se definen la suma, el producto y el orden
en K˚ de forma similar a como se hace en R˚. Además, la misma demostración
empleada para ver que R˚ es un cuerpo ordenado completo se puede utilizar para
K˚ con sólo variar la pertenencia de los números ε considerados.

Cualquier número real a es el ĺımite de una sucesión panq de números racionales.
Esta caracteŕıstica de R caracteriza a un cuerpo ordenado arquimediano.

Caracterización de cuerpo ordenado arquimediano
Un cuerpo ordenado pK ` ¨ ďq es arquimediano si y sólo si

@a P K, Dpanq Ă QK tal que ĺımn an “ a.

Además, un cuerpo ordenado arquimediano y completo es único salvo isomorfismos.
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Unicidad de cuerpo ordenado arquimediano y completo
Todo cuerpo ordenado pK ` ¨ ďq arquimediano y completo es isomorfo al
cuerpo de los números reales pR ` ¨ ďq.

Recta real

La representación más común de R hace ver al conjunto como una ĺınea recta del
plano. El principal problema de esta representación es saber el punto de la recta
que le corresponde a cada número real. Es fácil asignar el punto correspondiente al
número 0. Basta elegir un punto cualquiera que llamamos (punto) 0. Si un número
real es a positivo, a ą 0, se le asigna un punto a la derecha del punto 0, y si es
negativo, a ă 0, uno a la izquierda del 0.

Una vez elegido un segmento rectiĺıneo del plano, como segmento patrón o unidad,
si un extremo del segmento se sitúa sobre 0 entonces a su derecha, en la recta R,
queda determinado el punto que le corresponde al número 1. Al repetir este proceso
con el punto 1 en lugar del 0, se obtiene el punto correspondiente al número 2. De
forma análoga se obtienen los puntos correspondientes a los números 3, 4, 5, ....

Si en lugar de la derecha se elige la izquierda, se obtienen los puntos correspondientes
a los números -1, -2, -3, ...

El resto de números reales se deben corresponder con puntos de esa recta de forma
que si dos números reales, a y b, cumplen que a ă b, entonces el punto del número b
está situado a la derecha del punto del número a. Además, si llamamos a y b a esos
puntos de la recta, entonces para cualquier x P R tal que a ă x ă b, se cumple que
el punto correspondiente a x está en el interior del segmento de extremos el punto a
y el punto b de la recta.

Para representar sobre la recta real un número racional se procede utilizando la
división en partes iguales del segmento patrón, es decir, el de extremos 0 y 1 y que
escribimos r0, 1s. Por ejemplo, si se desea dividir el segmento r0, 1s en cinco partes
iguales se traza otra recta que pase por el punto 0, y se sitúan sobre ella cinco veces
un mismo segmento, de la longitud que se desee, de manera que se puedan marcar
los segmentos

0A, AB, BC CD y DE.
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Figura 1.7: Determinación del número
1

5
sobre la recta R.

Al construir el segmento de extremos E y 1 y todos los segmentos paralelos a este
último segmento E1 que pasan por el resto de puntos A, B, C y D, se obtienen
los puntos de corte de cada segmento con el segmento patrón que representan a los
correspondientes números

1

5
,

2

5
,

3

5
, y

4

5
.

Además, se dispone de cinco subsegmentos de r0, 1s de igual longitud
„

0,
1

5



,

„

1

5
,

2

5



,

„

2

5
,

3

5



,

„

3

5
,

4

5



, y

„

4

5
, 1



.

En general, se suelen emplean particiones en 10, en 100, en 1000, ..., o cualquier otra
potencia de 10, de forma similar al proceso de establecer la medida de longitud de
un segmento mediante una regla graduada, partiendo de que al segmento patrón se
le asigna longitud 1. En claro que se pueden obtener por el mismo procedimiento los
segmentos correspondientes a la subdivisión en n partes iguales para determinar la

longitud
1

n
, y por acumulación de segmentos de longitud

d

n
con 1 ď d ď n.

Al resto de números racionales, una vez expresados como fracción de números ente-
ros, se les pueden asignar puntos de la recta, de forma análoga utilizando el teore-
ma de Tales. De esta forma, cualquier número racional se puede expresar como un
número decimal finito o periódico, empleando los necesarios segmentos unidad y los

necesarios segmentos de longitud
1

n
.

Observación Se puede intuir la complejidad de saber exactamente qué punto le
corresponde a cada número real irracional.

Nota Dados dos números a, b P R, es decir, dos puntos de la recta real a y b, al
segmento ab se le representa por ra, bs.

Definir un subconjunto de R indicando la propiedad que cumplen sus elemento es
bastante común. A veces esta propiedad es una ecuación o una inecuación, por ello,
se precisa resolver ecuaciones e inecuaciones.
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Ejercicios propuestos

1. Dado un conjunto A Ă R. Demuestre las siguientes afirmaciones:

a) Todo punto de acumulación de A es punto adherente de A.

b) El rećıproco de la afirmación anterior es falsa. (Busque un ejemplo donde
el rećıproco no sea cierto.)

c) Todo punto aislado de A es un punto frontera de A.

d) El rećıproco de la afirmación anterior es falsa. (Busque un ejemplo donde
el rećıproco no sea cierto.)

2. Demuestre que frontA “ adhAX adhCA.

3. Estudie los puntos interiores y los puntos frontera y la adherencia de los con-
juntos siguientes.

aq A “ tx P R | 2´ 2x ě x´ 3u. bq B “ tx P R | 0 ă x2 ´ 3x´ 4|u.
cq C “ tx P R | |x` 2| ` |x´ 3| ď 3u. dq D “ tx P R | 0 ă |x2 ´ 1| ď 3u.
eq E “ tx P R | x2 ` 2 ă 3x´ 2u. fq F “ tx P R´Q | 0 ă |x2 ´ 1| ě 8u.

4. Sean A,B Ă R y x0 P R. Se definen los conjuntos

x0`A “ tz P R | z “ x0`x;x P Au, A`B “ tz P R | z “ x`y;x P A, y P Bu.

Compruebe si son ciertas las afirmaciones siguientes:

a) Si A es un conjunto abierto entonces x0 `A es un conjunto abierto.

b) Si A y B son conjuntos abiertos entonces A`B es un conjunto abierto.

c) Si A es un conjunto abierto entonces A`B es un conjunto abierto.

d) Si A es un conjunto cerrado entonces x0 `A es un conjunto cerrado.

e) Si A y B son conjuntos cerrado entonces A`B es un conjunto cerrado.

5. Sean A,B Ă R y x0 P R. Se definen los conjuntos

x0A “ tz P R | z “ x0x;x P Au, AB “ tz P R | z “ xy;x P A, y P Bu.

Compruebe si son ciertas las afirmaciones siguientes:

a) Si A es un conjunto abierto entonces x0A es un conjunto abierto.

b) Si A y B son conjuntos abiertos entonces AB es un conjunto abierto.

c) Si A es un conjunto abierto entonces AB es un conjunto abierto.

d) Si A es un conjunto cerrado entonces x0A es un conjunto cerrado.

e) Si A y B son conjuntos cerrado entonces AB es un conjunto cerrado.
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6. Estudie la adherencia de los siguientes conjuntos

a) A “ p´2, 0q, B “ p0, 3q y C “

"

p´1qn

n

ˇ

ˇn P N´ t0u
*

.

b) AYB, AXB, AY C y B X C.

7. Dadas las familias de conjuntos determine la unión y la intersección de todos
los conjuntos.

a) F1 “ tpn,8q | n P Nu y F2 “ tp´8, nq Y pn,8q | n P Nu.

b) F3 “

"ˆ

1,
n` 1

n

˙

ˇ

ˇn P N´ t0u
*

y F4 “

"ˆ

n´ 1

n
,
n` 1

n

˙

ˇ

ˇn P N´ t0u
*

.

8. Determine el supremo y el ı́nfimo de cada uno de los conjuntos de los ejercicios
propuestos 3, 5 y 6.

9. Estudie si los siguientes conjuntos son compactos. En el caso de que no lo sean
describa un recubrimiento de conjuntos abiertos del que no se pueda extraer
un subrecubrimiento finito.

aq p´8, 0s. bq r0, 3q. cq tp´1qn | n P Nu.

dq p1, 3q Y tx P R | |x2 ´ 1| ď 0u. eq p´1, 1q. fq r1, 2s Y r4, 5s.

10. Demuestre que la unión de una colección finita de conjuntos compactos es un
conjunto compacto.

11. Demuestre sin utilizar el teorema de Heine-Borel que un conjunto que contenga
a una semirrecta no puede ser un conjunto compacto.

12. Dados K1 y K2 dos conjuntos compactos disjuntos (K1XK2 “ H). Demuestre
que existe dos abiertos A1 y A2 disjuntos tales que K1 Ă A1 y K2 Ă A2.

13. Sean A,B Ă R y x0 P R. Se definen los conjuntos

x0`A “ tz P R | z “ x0`x;x P Au, A`B “ tz P R | z “ x`y;x P A, y P Bu.

Compruebe si son ciertas las afirmaciones siguientes:

a) Si A es un conjunto compacto entonces x0 `A es un conjunto compacto.

b) Si A es un conjunto compacto y B es un conjunto finito entonces A`B
es un conjunto compacto.

c) Si A y B son conjuntos compactos entonces A ` B es un conjunto com-
pacto.

14. ¿Existe una familia de compactos encajados cuya intersección sea vaćıa?
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Ejercicios de autoevaluación

Preguntas: Cada cuestión se responde con 1 (Si) o 0 (no).
Recomendación: Busque un ejemplo, o un contraejemplo, que avale su respuesta.

1. ¿El conjunto de los números reales R tiene estructura de cuerpo con la
suma y el producto de números reales?

2. ¿Sólo el cuerpo de los números reales R tienen la propiedad arquimediana?

3. ¿El máximo de intervalo pa, bq Ă Q es b?

4. ¿Cualquier número racional se puede escribir con una expresión decimal
finita o periódica?

5. ¿
?
a2 “ |a| para cualquier a P R?

6. ¿Los números irracionales tienen una expresión decimal ilimitada no pe-
riódica?

7. ¿El conjunto pa, bqY pc, dq, con a ă b ă c ă d es un conjunto abierto y su
supremo es d?

8. ¿El conjunto ra, cqY pb, ds, con a ă b ă c ă d es un conjunto cerrado y su
mı́nimo es a?

9. Cualquier conjunto finito de R es un conjunto cerrado.

10. ¿Es un conjunto cerrado una sucesión de números reales?

11. ¿Cualquier sucesión de números reales contenida en el intervalo pa, bq
posee supremo?

12. ¿Un conjunto acotado es aquel que está contenido en algún intervalo?

Solución: Para saber la respuesta a las preguntas concatene la escritura binaria,
con cuatro d́ıgitos, de los números 11, 15, 9.
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Observación: Cada ejercicio puede tener desde 0 hasta 4 respuestas ciertas.

1. Presumiblemente, el número de expresión decimal 13, 012013abcdef..., donde
a, b, c, d, e, f son d́ıgitos, es un número real irracional.

a) Si a “ d “ 0, b “ e “ 1, c “ 2, f “ 3 o a “ b “ c “ d “ e “ f “ 0.

b) Si a “ 0, b “ 1, c “ 3, d “ 0, e “ 1, f “ 3.

c) Si a “ d “ 0, b “ e “ 1, c “ 4, f “ 5 o a “ b “ c “ d “ e “ 0, f “ 5.

d) Si a “ b “ 0, c “ d “ 1, e “ f “ 2 o a “ b “ c “ 0, d “ e “ f “ 1. (12)

2. El número racional
1000

111
tiene una expresión decimal.

a) Periódica pura de periodo 09.

b) Finita.

c) Periódica mixta de periodo 08.

d) Periódica pura de periodo 009. (8)

3. Dado un conjunto A tal que r1, 2s Ă A Ă R.

a) A “ intpAq; conjunto abierto.

b) A “ A; conjunto cerrado.

c) H ‰ intpAq Ă A; contiene un abierto no vaćıo.

d) AX intpAq ‰ H. (12)

4. Sea A “ t1u Y r2, 3q Y p3, 4s Y t5u.

a) intpAq “ p2, 4q.

b) frontpAq “ t1, 2, 3, 4, 5u.

c) A Ă r1, 5s.

d) AXintpAq “ p2, 3qYp3, 4q. (14)

5. Sea A “ tx P R|x2 ´ 4x` 3 ě 0u.

a) A no es un conjunto acotado.

b) A Ă p0,8q.

c) pR´Aq Ă p´1, 1q

d) Existe k P R tal que p´8, kq Ă A. (9)

6. Sea A “ tx P R|Dn P N, x “ p´1qnn2 ´ 1u.

a) A es un conjunto acotado.



Ejercicios de autoevaluación 73

b) A es un conjunto cerrado.

c) frontpAq es un conjunto acotado.

d) intpAq “ H. (10)

7. Sea A “

"

x P R
ˇ

ˇDn P N´ t0u, x “ p´1qn
1

n2

*

.

a) A es un conjunto acotado.

b) A es un conjunto cerrado.

c) frontpAq “ A.

d) intpAq “ H. (9)

8. Sea A el conjunto de soluciones de la inecuación x2 ´ 4 ď 0.

a) A es un intervalo.

b) A es un conjunto acotado.

c) A es un conjunto compacto.

d) A no es ni abierto ni cerrado. (7)

9. Sea la familia de intervalos F “

#

ˆ

1´
1

n
, 2`

1

n3

˙

nPN´t0u

+

.

a) La intersección de todos los intervalos es r1, 2s.

b) F es una de intervalos abiertos que cada uno contiene a los siguientes.

c) La intersección de todos los intervalos es p1, 2q.

d) F es una familia de intervalos compactos que cada uno contiene a los si-
guientes. (3)

10. Sean A y B dos subconjuntos de R tales que AXB ‰ H.

a) intpAYBq ‰ H.

b) intpAq XB “ H.

c) intpAXBq “ intpAq X intpBq.

d) intpAXBq ‰ H. (4)




