CAPITULO I

Espacios topolégicos

En este capitulo definiremos los espacios a estudiar, los espacios topolégicos. Un
espacio topoldgico es un conjunto X dotado de una nocion de cercania o proximidad
entre sus puntos. Esta idea se materializa por medio de una topologia 7, que es una
eleccion de algunos de los subconjuntos de X, llamados abiertos, cuyos puntos son
préoximos entre si.

1. Definiciéon y ejemplos

Dado un conjunto X denotamos por P(X) el conjunto de partes de X, es decir,
la coleccién de todos sus subconjuntos:

P(X)={A] Ac X}.

( , )
DEFINICION 1.1

Sea 7 < P(X) una coleccién de abiertos de X. Diremos que 7 es una topologia
en X si satisface las siguientes propiedades:
(1) @y X son elementos de 7.
(2) Si {Uj}aea es una coleccién arbitraria de elementos de 7, entonces la
unién de todos los elementos de la coleccién
Jo
AEA
es un elemento de 7.




1. DEFINICION Y EJEMPLOS

(3) SiUy,...,U, son un nimero finito de elementos de 7, entonces la inter-
seccion
Un...nU,
es un elemento de 7.

El par (X, 7) se denomina espacio topoldgico y los elementos de 7 se deno-

\ [ninan abiertos de X. )

/ OBSERVACION 1.2 \

De forma sintética, una topologia es una coleccién de subconjuntos que con-
tiene al vacio y al total, y que es cerrada para las uniones arbitrarias y las

Qltersecciones finitas. j

PROPOSICION 1.3. La condicidn (3) de la definicion es equivalente a la si-
guiente condicion expresada para una interseccion de unicamente dos abiertos:

(3%) Si U y V son elementos de 7, entonces U NV es un elemento de T.

DEMOSTRACION. Es claro que si una interseccién finita de abiertos es un
abierto entonces la interseccion de dos abiertos es un abierto.

Para probar el reciproco razonamos por induccién sobre el niimero n de
abiertos que intersecamos en la condicién (3). Por la hipdtesis (3*) se tiene si U
y V son abiertos entonces U n V' es abierto. Veamos ahora que si la propiedad
es cierta para n — 1 abiertos entonces es cierta para n abiertos. Consideremos los
abiertos Uy, ..., U,_1,U,. Si llamamos U :=U;n...nU,_1y V := U, se tiene
que

Unc..onlUpyanU,=Uin...0Uy 1) nU,=UnV.

El conjunto U es abierto por hipétesis de induccién, por tanto por (3*) la in-
terseccion con otro abierto V, Uy n...nU,_1 nU, = U nV, es abierto como
queriamos probar. (I

EJjEmprLoO 1.4

Sea X un conjunto arbitrario y 7p = P(X). La coleccién 7p es una topologia
en X ya que contiene a todos los subconjuntos de X y, por tanto, contiene
en particular al vacio y al total, es cerrada para las uniones arbitrarias y
las intersecciones finitas. La topologia 7p se denomina topologia discreta y en
esta topologia todos los conjuntos son abiertos. Si un conjunto X estd dotado
de la topologia discreta diremos que X es un espacio discreto.
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EJjempLoO 1.5

Sea X un conjunto arbitrario y 71 = {J, X}. La coleccién 77, que solo posee
estos dos elementos, es una topologia en X ya que:

(1) @, X €.

(2) JuX=Xer.

B)YTFnX=ger.
Esta topologia se denomina topologia indiscreta o trivial y es la topologia
mas simple que puede tener un conjunto. Si un conjunto X estd dotado de
la topologia indiscreta diremos que X es un espacio indiscreto.

= {z}eT

Ficura I.1. Topologia discreta e indiscreta en un conjunto X. En
la topologfa discreta hay un abierto que contiene tnicamente a cada
punto y todos los puntos estan separados unos de otros por medio
de los abiertos. En la topologia indiscreta hay un tnico abierto que
contiene a todos los puntos juntos.
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[ OBSERVACION 1.6 \

Cualquier topologia 7 en un conjunto X es un subconjunto de P(X) situado
entre las dos topologias extremas, la discreta 7p = P(X) que contiene a todos
los subconjuntos posibles y la indiscreta 77 = {&J, X} que contiene al minimo
numero de abiertos posible:

K TI S T C Tp. j

EJjEmprLoO 1.7

Sea X un conjunto arbitrario y 7op = {U < X | X\U es finito} u {}. La
coleccién ToF es una topologia en X. En efecto, veamos que 7o satisface las
condiciones (1), (2) y (3*):
(1) X € 7or ya que X\X = ¢J que es un conjunto finito puesto que no
contiene ningin elemento. Por otro lado, ¢J € 7o por definicién.
(2) Sea {Uyx}xea una familia arbitraria de elementos de 7cr y supongamos
que todos los Uy # & para evitar casos triviales. Veamos que X\ Ujep
U, es finito. Por una parte
X\ U Uy = ﬂ(X\U/\)'
AeA AeA
Entonces, dado que Uy € Tor v Uy # & para cada A € A se tiene que
X\U, es finito para cada A € A y, como la interseccién de conjuntos
finitos es un conjunto finito, se sigue que X\ Uxep Uy es finito y, por
consiguiente, U eaUy es un elemento de 7o p.

(3%) Sean U y V dos elementos de 7¢p. De nuevo suponemos U y V' son
no vacios ya que en otro caso la intersecciéon es trivialmente vacia.
Veamos que X\(U n V) es finito. Obsérvese que

X\(U V) = (X\U) v (X\V),
Entonces, dado que U,V € 7¢r y son no vacios se tiene que X\U
y X\V son finitos y, como la unién de dos conjuntos finitos es un
conjunto finito, se sigue X\(U n V) es finito y, por tanto, U U V es
un elemento de 7¢p.
La topologia Tcr se denomina topologia cofinita o topologia de los comple-
mentos finitos.

A continuacién veremos algunos ejemplos de topologias en espacios finitos.
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EJjempLO 1.8

Sea X = {0} un conjunto unipuntual, entonces X solamente admite la topo-
logfa trivial dado que P(X) = {J, X}.

EJjempLo 1.9

Consideremos el conjunto X = {0, 1}. En dicho conjunto podemos considerar
cuatro topologias:
1. 77 ={@,{0,1}}.
2. 75 = {@7 {0}7 {Ov 1}}
3. 1o = {,{1},{0,1}}.
4. mp = {7, {0}, {1}, {0, 1}}.
Es inmediato comprobar que las colecciones 7g y Tgr son topologias en X.
En efecto, el vacio y el total son elementos de ambas colecciones y las dos son
cerradas para las uniones e intersecciones. El espacio X dotado de la topologia
Tg se denomina espacio de Sterpinski y lo denotaremos por & = ({0, 1}, 7g).
Por otro lado, las topologias 75 y 7¢ son esencialmente “la misma” ya
que la aplicacion f : X — X dada por

1 siz=0
x —
/(@) {0 siz=1

es una biyeccion de X que induce una biyeccion entre los abiertos de 75 y los
de 7 (véase Figura 1.2). Veremos mds adelante que esta f es un ejemplo de
equivalencia topolédgica a la que llamaremos homeomorfismo.

FiGura 1.2. La biyeccién en X = {0, 1} induce una biyeccién entre
las topologias 75 y Ts/, ya que lleva el abierto {0} a {1} (y, obviamente,
el vacio al vacio y el total al total). Por tanto es un homeomorfismo
entre dos espacios de Sierpinski.



1. DEFINICION Y EJEMPLOS

A continuacién veremos algunos ejemplos de topologias en el conjunto R de
los niimeros reales. Esto es otra muestra de que un mismo conjunto puede admitir
distintas topologias.

EJjEmprLo 1.10

En el conjunto R de los niimeros reales se considera la coleccién
7. = {U < R | para cada z € U existe ¢ > 0 tal que (z — ¢,z +¢) < U}.

Veamos que 7, es una topologia en R viendo que satisface las condiciones (1),
(2) y (3).

(1) & € 7, ya que al no poseer puntos la condicién se cumple trivialmente.
El total R también es un elemento de 7, ya que si x € R y escogemos
e = 1se tiene que (z — 1,2 + 1) c R.

(2) Sea {Up}rea una coleccién arbitraria de elementos de 7,. Entonces,
dado x € UxeaU,y, existe un A\g € A tal que z € Uy,. Como Uy, € 7,
existe un € > 0 tal que (z — e,z +¢) < Uy, © Uy Us. Como
consecuencia, _J \ea Un es un elemento de 7.

(3%) Sean U,V € 1, y sea x € U n V. Puesto que = € U existe g1 > 0 tal
que (z — e,z + ¢, < U). Del mismo modo, dado que x € V existe
g9 > 0 tal que (z — g9, + £2) < V. Como consecuencia, si escogemos
e = min{ey, £2} se tiene que

(x—eg,x+e)c(z—e,x+e)cU
(x—eg,x4+e)c (x—e,x+e)V,
por lo tanto, (z —e,x4+¢)cUnV.

Entonces 7, es una topologia en R que se denomina topologia usual o topologia
euclidea. El conjunto de los niimeros reales R dotado con la topologia usual

7, se denomina recta real.

U

x £ x + £

Ficura 1.3. Abiertos de la recta real con la topologia usual 7,.
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EjempLo 1.11

En el conjunto de los niimeros reales R se considera la coleccion
Tk = {J, R} U {(a, +0) | a € R}.

Veamos que 7 verifica las condiciones (1), (2) y (3#) y por tanto es una
topologia en R.

(1) & y R son elementos de 75 por definicién.

(2) Sea {Uy}iea una coleccién de elementos de 7x. Podemos asumir sin
pérdida de generalidad que & # Uy, < R para todo A € A ya que los
elementos vacios no aportan nada a la union y si alguno es el total la
propiedad se verifica trivialmente. Como consecuencia cada U, es de
la forma Uy = (ay, +90) con ay € R. Comprobemos que

U(aM—i—oo) =

YN

(Infyep ax, +00)  si{ar}ren estd acotado inferiormente
en otro caso

y, por tanto, U/\EA U, pertenece a 7.

En efecto, supongamos en primer lugar que {ay} ea no estd acota-
do inferiormente y sea x € R. Entonces, existe \g € A tal que ay, < xy,
por tanto, « € |, (@x, +90). Como consecuencia |, (ax, +0) = R.

Supongamos ahora que {ay}rea estéd acotado inferiormente y sea
a = inf{ar}rea. Si @ € |Jycp(an, +90) entonces existe un A; € A tal
que ay, < Ty, puesto que a < ay,, se sigue que x € (a,+0). Por
otro lado, supongamos que x € (a,+) y sea ¢ = (x — a)/2. Por
la caracterizacién del infimo se tiene que existe Ay € A tal que a <
ay, < a+¢e < zy, por tanto, x € (J,.,(axr, +00). Por consiguiente
Usea(ar, +0) = (a, +0).

(3*) Sean (a,+0o0) y (b, +o0) dos elementos de 7x. Entonces,

(a,+0) N (b, +90) = (max{a, b}, +0),
que es un elemento de 7.

El conjunto de los niimeros reales dotado de la topologia 7k se denomina
recta de Kolmogoroff y se denota Ry

R @ U = (a,+)

Ficura 1.4. Abiertos de R con la topologia de Kolmogoroff 7.

Dos topologias en un mismo conjunto se pueden comparar si todos los abiertos
de una de las topologias estan en la otra.
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R )
DEFINICION [.12
Sean 7 y 7' dos topologias en un conjunto X. Diremos que 7' es mds fina que
7 (0 que T es mds gruesa o menos fina que ') si T < 7', e Y diremos que 7’
es estrictamente mas fina si 7 < 7', es decir, si todo abierto de 7 es también
abierto de 7 y existe al menos un abierto de 7 que no lo es de 7. Diremos que
Ty 7' son comparables si T < 1 o1 T
L J
[ OBSERVACION 1.13 \
Intuitivamente 7/ es més fina que 7 si tiene todos los abiertos de 7 y algunos
mas. Una topologia mas fina distingue ”de forma maés fina”’los puntos y sus

erededores.

En un conjunto X, la topologia discreta 7p es la topologia mas fina que podemos
tomar. En efecto, si 7 es otra topologia en X se tiene que 7 < P(X) = 7p y, por
tanto, 7p es mas fina que 7. Por otra parte, la topologia indiscreta 7; es la topologia
menos fina que podemos definir en X. En efecto, dada otra topologia 7 en X, la
condicién (1) de la Definicién 1.1 garantiza que 77 = {&, X} < 7y, por tanto,
7 es mas fina que 77. En resumen, cualquier topologia estd entre una de las dos
representadas en la Figura I.1, la discreta y la indiscreta.

EJjEmprLo 1.14

En el conjunto de los niimeros reales se tiene que la topologia usual es estric-
tamente mas fina que la topologia de Kolmogoroff, es decir,
TK & Tu-

En efecto, ya que los conjuntos de la forma (a, +00) son abiertos usuales, se
tiene que 7 < 7,. Sin embargo el abierto usual (0,1) no es un abierto de
Kolmogoroft y, por tanto, 7, & 7x.

R a U = (a,+0)

P
—6........—.—....................-..........-.....u.u.uu.uu»

r—€ x-+¢

Ficgura 1.5. Para cualquier punto z de un abierto (a,+o0) de la
topologia de Kolmogoroff 7 podemos meter un intervalo de la forma
(x—e,x+e)talque z e (v —¢e,2+¢)  (a,+0). Por tanto 7 & 7.
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2. Base de una topologia

En esta seccion se introduce el concepto de base de una topologia. De manera
analoga a como ocurre en algebra lineal, una base sera un conjunto de elementos
a partir de los cuales se puede recuperar toda la estructura, es decir, la topologia.
La idea es que buscamos elegir “unos pocos” abiertos de tal modo que con ellos
podamos “recuperar” todos los abiertos de la topologfa.

( DEFINICION 1.15 )

Sea (X, 7) un espacio topolégico. Diremos que un subconjunto B, < 7 es una
base de T si dado un abierto U € 7 y un punto = € U existe un elemento B, € B,
tal que z € B, c U.

Si B, es una base de 7 llamaremos abiertos bdsicos a los elementos de B;.
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Ficura 1.6. Dado un punto x € X y un abierto U que lo contiene,
existe un abierto bésico B, tal que x € B, < U.

PROPOSICION 1.16. Sean (X, 7T) un espacio topoldgico y B una base de 7.
Son equivalentes:

(1) U c X es abierto.

(2) Para cada x € U existe un abierto bdsico B, € B tal que x € B, < U.

(3) U es unién de abiertos bdsicos.

DEMOSTRACION. (1) = (2). Se cumple por la propia definicién de base.
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(2) = (3). Sea U un abierto. Por (2) se tiene que para cada punto z € U
existe un abierto basico B, € B tal que x € B, < U. Entonces,
U=|]JB.
zelU
(3) = (1). Si U es unién de abiertos bésicos se tiene que, en particular, U es
union de abiertos y, por tanto, abierto. O

OBSERVACION 1.17

Del resultado anterior se deduce que si 7 es una topologia y B, es una base de
7, la topologia 7 se puede describir como

7 ={U < X | para todo z € U existe B, € B, tal que x € B, c U}.

/ OBSERVACION 1.18 \

Todo espacio topoldgico (X, 7) tiene al menos una base puesto que la propia to-
pologia 7 es una base. A diferencia de algebra lineal, una base no es un conjunto
minimal que genere la topologia, sino que llamaremos base a cualquier familia
que la genere. Obviamente, estaremos interesados en bases lo més pequenas
Qosibles tales que consigan generar toda la topologia por si solas. j

EJjEmpLo 1.19

Sea (X, 7p) un espacio discreto. Entonces el conjunto
B {{z} |ze X}

es una base de la topologia discreta 7p. En efecto, sea U < X un abierto y
x € U. Entonces, si escogemos B, = {z} se tiene que x € B, < U.

EJjempLO 1.20

Sea Rg la recta de Kolmogoroff. Entonces, el conjunto

B ={(g,+) | ¢ Q}
es una base de 7x. Dado un abierto (a, +o0) de Rx y x € (a, +0), la densidad
de los nuimeros racionales en los reales garantiza que existe ¢ € Q tal que
a < ¢ < z. Como consecuencia, si escogemos B, = (¢, +o0) se tiene que
x € B, < (a,+m).

10
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El siguiente teorema caracteriza las familias de subconjuntos que son base de
alguna topologia.

TEOREMA 1.21. Sean X wun conjunto y B una familia de subconjuntos de
X. Entonces, existe una topologia 75 que tiene a B como base si y solo si
(1) X = Upes B-
(2) Para cada dos By, By € B tales que existe x € By n Bay, entonces existe
Bz e B conxe€ By y By < By n Bs.

DEMOSTRACION. Supongamos que existe una topologia 75 que tiene a B
como base. Puesto que X es abierto y todo abierto es unién de abiertos basicos
por la Proposicién 1.16 se sigue (1). Y como B; y By son abiertos bésicos, su
interseccién By m By es un abierto y, usando la Definicién 1.15, se verifica (2).

Para probar el reciproco supongamos que se verifican las condiciones (1) y
(2) y veamos que la coleccién

75 = {U < X | para todo x € U existe B, € B tal que x € B, < U}
es una topologia en X:
= X es un elemento de 75 por (1) y & también lo es por la propia definicién
de TB-

» Sea {U,}rea una familia arbitraria de subconjuntos de 75. Entonces, para
cada A € A, U, se puede describir como

u=J B
zelUy

por definicién de 75. Como consecuencia

Uo-y(y)-ye

AeA AeN \zeU)y wes)
es un elemento de 75, ya que cada punto x esta en algiun B, de la unién.
= Sean U y V elementos de 75 y sea x € U n'V. Por definicién de 75 existen
By, By € B tales que

reBicUyrxeBycV.
Por tanto, z € By n By < U n'V y, por la condicién (2), se sigue que

existe By € B tal que x € By € By n By < U n'V Como consecuencia
U NV es un elemento de 75.

Por tanto, como 75 satisface las condiciones de la Definicion 1.1, es una topologfa.
O

11
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( DEFINICION 1.22 ]

LLa topologia 75 del Teorema 1.21 se denomina topologia generada por B.

Ficura 1.7. Condiciones (1) y (2) del Teorema I.21 para que una
coleccién B de subconjuntos sea base de alguna topologia.

EJjempLO 1.23

En el conjunto R de los ntimeros reales, la familia
B ={(a,b) | a,be R,a < b}
es base para alguna topologia. En efecto,
(1) R = UneN(fnvn)'
(2) Sean By = (a1,b1) y Bs = (ag,b2) tales que By n By # . En este
caso

By n By = <vméx {a;}, min {bz}> € B.

€{1,2} i€{1,2}
La topologia generada en R por la base B es

75 = {U < R| para cada z € U, existen a,b € R tales que z € (a,b) c U}.

Es inmediato comprobar que la topologia 75 coincide con la topologia usual
7, de R.

Ficaura 1.8. Abiertos basicos de R con la topologia usual.

12
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EjempLo 1.24

Consideremos el producto cartesiano R™ de n copias del conjunto de los
numeros reales. En R™ consideramos la distancia euclidea d : R™ x R" — R"
definida por

d((z1,. ), (W1, 0n) = V(@1 — )2+ (0 — )

Dados z € R" y r € R, r > 0, se define la bola abierta de centro x y radio r
como el subconjunto

B(z,r) = {y e R" | d(z,y) <1}
La coleccién de las bolas en R™
B ={B(z,r) | e R", r> 0}

es una base para una topologia en R™ que se denomina topologia usual y se
denota por 7,. El conjunto R" dotado de esta topologia se denomina espa-
cio euclideo n-dimensional. En particular, la recta real (R, 7,) anteriormente
definida es el espacio euclideo 1-dimensional.
En efecto,
(1) R™ = UJ:E]R" B(Iv 1)
(2) Sean Bj, B, € B tales que By n By # . Supongamos que By =
B(x1,7m1) y By = B(xa,72) vy sea x € By n By. Tenemos que ver que
existe r > 0 tal que B(z,r) < By n By. Basta escoger (ver Figura 1.9):

0 <r<min{r —d(z,z1),ry — d(x,x3)}.
En efecto, si y € B(x,r) entonces para i = 1,2 se tiene

d(y,x;) < d(y,z) +d(z,x;) <r+d(x,z;) <r.

Ficura 1.9. Eleccién del abierto bésico By < By n By en el Ejemplo
1.24 del espacio euclideo n-dimensional R".

13
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EJjEmpPLO 1.25

En el conjunto de los nimeros reales R se considera la coleccion
Bs ={[a,b)|a,beR, a<b}

es una base para una topologia en R, que denotaremos por 7s. El conjunto
de los numeros reales R dotado de la topologia 7¢ se denomina recta de
Sorgenfrey y se denotard por Rg.

En efecto,
(1) R =, enl—n, ).
(2) Sean By, By € Bg tales que By n By # . Entonces By = [aq,b1),
B, = [627 b2) y
By n By = | méx {q;}, min {bl}) € Bs.
ief{l,

{1,2} ie{1,2}

FicuraA 1.10. Abiertos bésicos de la recta de Sorgenfrey Rg.

La siguiente proposicion establece que podemos comparar dos topologias mirando
simplemente a sus bases.

PROPOSICION 1.26. Sean 7 y 7' dos topologias en un conjunto X. Suponga-
mos que B y B’ son bases de T y 7', respectivamente. Son equivalentes:
(1) 7 es mds fina que T.
(2) Para cada v € X y cada B € B con x € B, existe B' € B’ tal que
re B c B.

DEMOSTRACION. Si 7/ es mds fina que 7 se tiene que, dado x € X y B € B
con x € B entonces B € 7. Puesto que B’ es una base de 7’ existe B’ € B’ tal
que z € B’ < By se sigue (2).

Para probar el reciproco tenemos que ver que, dado U € 7 entonces U € 7.
Como B es una base de 7 se tiene que para cada punto z € U existe B, € B tal
que z € B, < U. Aplicando (2) se sigue que para cada = € U existe B, € B’ tal
que z € B, ¢ B, < U y, como consecuencia, U € 7" ya que BB’ es base de 7/. O

14
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un
0 e

--------

Ficura 1.11. Idea de la demostracion de la Proposicion 1.26.

EjempLo 1.27

En el conjunto R de los nidmeros reales se tiene que
Tk & Tu & Ts,

es decir, la topologia de Sorgenfrey es estrictamente mas fina que la topo-
logia usual y ésta es, a su vez, estrictamente mas fina que la topologia de
Kolmogoroff. Aunque el primer contenido de la cadena ya ha sido probado
en el Ejemplo I.14, lo probaremos de nuevo utilizando las bases.

En efecto, veamos que 7 < 7. Es claro que una base de 7 es

Bk = {(a,+©) | aeR}.

Dado (a, +0) y un punto = € (a, +90) se tiene que z € (a,z + 1) < (a, +0).
Como (a,z + 1) € B,, la Proposicién 1.26 garantiza que 7 < 7,. Que las
topologias son diferentes, es decir, que 7, es estrictamente mas fina que 7x
se puede ver en el Ejemplo 1.14.

Veamos que 7, & 7s. Sea (a,b) € B, y un punto z € (a,b). Entonces
x € [z,b) < (a,b) y, como [z,b) € Bg, la Proposicién 1.26 garantiza que
Ty © Ts. Ademds, 7, # Ts ya que [a,b) € 75 pero [a,b) ¢ 7,, porque para el
punto a no existe € > 0 tal que a € (a — £,a + €) < [a,b) (ver Figura 1.12).

Ficura 1.12. En el Ejemplo 1.27, para el punto a no existe ¢ > 0 tal
quea€ (a—¢e,a+¢) < [a,b), por lo cual 7, & Tg.
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3. CONJUNTOS CERRADOS

3. Conjuntos cerrados

En esta seccion se introduce la familia de cerrados de un espacio topologico. Los
cerrados son los complementarios de los abiertos en una topologia y, como tales,
satisfacen conjuntistamente las propiedades complementarias a las de la familia de
abiertos.

DEFINICION 1.28

Un subconjunto C' de un espacio topolégico X se dice que es cerrado en X si
su complementario X\C' es abierto.

Veamos ejemplos de los conjuntos cerrados en algunas de las topologias introdu-
cidas hasta el momento

EJjEmpPLO 1.29

Si (X, 77) es un espacio indiscreto, como los tinicos abiertos son el vacio y el
total, sus complementarios, que son el total y el vacio son los tinicos cerrados.

EJjempLo 1.30

Si (X, 7p) es un espacio discreto todos sus subconjuntos son cerrados. En
efecto, dado cualquier subconjunto A ¢ X, entonces X\A € P(X) = 7p de
donde se sigue que A es cerrado en X.

EJjempLo 1.31

Sea X un conjunto dotado de la topologia cofinita 7¢p. Recordemos que
Tor = {U < X | X\U es finito} u {}

Como consecuencia se tiene que los cerrados en X con la topologia cofinita
son los subconjuntos finitos y el total.
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CAPITULO I. ESPACIOS TOPOLOGICOS

EJjempLO 1.32

En R con la topologia usual podemos describir algunos cerrados:

(a) Los conjuntos unipuntuales {p} con p € R son cerrados ya que R\{p} =
(—o0,p) U (p, +0) es abierto.

(b) Los subconjuntos de la forma [a,b] con a,b € R, a < b son cerrados
ya que R\[a,b] = (-0, a) U (b, +0) es abierto.

(¢) Los subconjuntos de la forma [a, +0) (resp. (—0,a]) con a € R son
cerrados ya que R\[a,+m0) = (—w0,a) (resp. R\(—w0,a] = (a,+m0))
es abierto.

Existen muchos més subconjuntos cerrados, ya que hay muchos més abiertos
usuales que los descritos como uniones finitas de intervalos.

f OBSERVACION 1.33 \

Los subconjuntos de la forma [a,b) con a,b € R, a < b no son ni abiertos ni
cerrados en R con la topologia usual. Usando la argumentacion del Ejemplo .27
tenemos que [a,b) no es abierto. Para ver que [a,b) no es cerrado calculamos
su complementario:

R\[a,b) = (—00,a) U [b. + )

que no es un abierto de 7, pues no existe ¢ > 0 tal que (b —¢e,b +¢)

k(—oo,a) U [b. + ). )

EjempLo 1.34

En la recta de Kolmogoroff Ry los cerrados son el vacio, el total y los com-
plementarios de los conjuntos de la forma (a,+o0) con a € R, es decir, los
conjuntos de la forma (—o0,a] con a € R.

f OBSERVACION 1.35 \

Dadas dos topologias 7 y 7/ en un conjunto X, si 7/ es més fina que 7 todo
abierto de 7 es abierto de 7/. Por tanto, tomando complementarios, todo cerrado

Qe T también es cerrado de 7’. j
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. CONJUNTOS CERRADOS

EJjEmprLO 1.36

La topologia de la recta de Sorgenfrey, 7¢ es mas fina que la topologia usual,
por lo cual todo cerrado usual es también cerrado de la recta de Sorgenfrey,
en particular son cerrados en Rg:

(a) Los conjuntos unipuntuales {p}.

(b) Los subconjuntos de la forma [a,b] con a,b € R, a < b.

(¢) Los subconjuntos de la forma [a, +00) (resp. (—o0,a]) con a € R.
Ademads hay cerrados del tipo:

(d) Los subconjuntos de la forma (—o0, a) U [b. + o) con a < b ya que son
los complementarios de los abiertos bdsicos [a, b).

EJEmprLo 1.37

En R? dotado con la topologia usual el subconjunto
R = {(z,y) e R* |z >0,y > 0}
es cerrado. Para ello observaremos que
RA\R? = {(z,y) e R* |z < 0} n {(z,y) e R* | y < 0}
es abierto. Veamos primero que el conjunto
U={(z,y) e R* |z <0}

es abierto. Para cada (wg,y0) € U veamos que existe un r > 0 tal que
B ((z9,y0),r) < U. Basta escoger 0 < r < —z (ver Figura 1.13). En efecto,
si (z,y) € B ((xo,y0),r) entonces

r<z9+71<0,

y por tanto B ((xg,v0),7) < U. Probar que el otro conjunto de la intersec-
cién es abierto es completamente andlogo. Entonces la interseccién de ambos
conjuntos es abierta y, por tanto, su complementario es cerrado.

Otros ejemplos de subconjuntos cerrados en R? con la topologia usual
son:

(a) Los conjuntos unipuntuales {(zo, y0)}
(b) Cualquier recta, por ejemplo

(@) € B2 [az +by=c, abceR).
(¢) Cualquier bola cerrada de centro (zo,yo) y radio v

B((z0,50),7) = {(z,y) € R* | d((w0,%0). (2,9)) <1}
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(0, o)

7 :

L J

8
- —---
o

(20, 0)

Ficura 1.13. El subconjunto R? del Ejemplo 1.37 es un cerrado de

R? con la topologia usual.

El siguiente resultado caracteriza las propiedades de la familia de cerrados que,
como hemos mencionado al inicio de la seccion, son las propiedades complementarias

a las de los abiertos de la topologia.

TEOREMA 1.38. Sea X un espacio topoldgico. Entonces,

(1) X y & son cerrados.
(2) Si {Cr}xen es una familia arbitraria de cerrados entonces

Nes

AeA
es cerrado.
(3) Si Cy,...,Cy son un nimero finito de cerrados, entonces
Ciu---u(,
es cerrado.
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4. TIPOS DE PUNTOS DE UN SUBCONJUNTO

DEMOSTRACION. (1) Como X y & son abiertos y complementarios el
uno del otro se sigue el resultado.

(2) Sea {C)}ea una familia arbitraria de subconjuntos cerrados. Veamos que
su interseccion es también un cerrado. El complementario de la intersec-

X\ (ﬂ CA) = Jx\a)

YN YN
y, como cada uno de los Cy es cerrado, X\C), es abierto para cada A € A.
Por consiguiente, X\ ([, C)) es una unién arbitraria de abiertos y, por
tanto, abierto. Luego ()., Cy es cerrado.
(3) Sean (4, ..., C, una cantidad finita de cerrados. Entonces, Fy U --- U F,
es cerrado ya que su complementario es

X\(Cru--uC) =(X\C1)n-n(X\Cpn)

que es abierto por ser interseccién finita de abiertos.

OBSERVACION 1.39

Puesto que los cerrados son los complementarios de los abiertos se tiene que
especificar la familia de cerrados es equivalente a especificar la de abiertos vy,
por tanto, la familia de cerrados determina por completo la topologia.

4. Tipos de puntos de un subconjunto

En esta seccién se introduce la nocién de entorno, que nos permite definir el
concepto de cercanfa sin la necesidad de introducir una distancia. Gracias a esta
nuevo nociéon podemos introducir otras nociones intuitivas como “estar dentro” o
“estar fuera” y otras como“estar en la frontera” o“estar pegado”.

( DEFINICION 1.40 ]

Sea X un espacio topoldgico y x € X. Diremos que N < X es un entorno de x
si existe un abierto U tal que x € U < N. En caso de que N sea abierto diremos
que N es un entorno abierto de x. Denotamos por N, al conjunto de entornos
del punto z.
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CAPITULO I. ESPACIOS TOPOLOGICOS

FIGURA 1.14. Entorno N € NV, de un punto z € X.

Veamos algunos ejemplos en entornos en espacios topoldgicos.

EjempLro 1.41

Sea (X, 7;) un espacio indiscreto y sea un punto x € X. Como los tnicos
abiertos de X son el vacio y el total se tiene que el tinico entorno de x es el
total X.

EJjEmprLO 1.42

Sea (X, 7p) un espacio discreto y sea un punto z € X. Entonces cualquier
conjunto N < X con x € N es un entorno abierto de x.

EJjempLo 1.43

Consideremos el conjunto R de los nimeros reales con la topologia usual.
Entonces [—1, 1] es un entorno del punto 0 ya que (—1,1) es un abierto tal
que 0 € (—1,1) < [—1,1]. Sin embargo [—1, 1] no es un entorno de 1 porque
no existe ningin abierto U tal que 1€ U < [—1,1].

EjemprLo 1.44

Sea Ry la recta de Sorgenfrey. Entonces, el conjunto [z, 2 + 1) es un entorno
abierto del punto z.
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4. TIPOS DE PUNTOS DE UN SUBCONJUNTO

A continuacién vamos a caracterizar los tipos de puntos de un espacio topoldgi-
co respecto de un cierto subconjunto, dependiendo de funcién que realizan en la
topologia.

DEFINICION 1.45

Sea A < X un subconjunto de X y sea un punto z € X:
(a) x es un punto interior de A si existe N € N, tal que
N c A.
Llamaremos interior de A y denotaremos por Aal conjunto de los pun-

tos interiores de A.
(b) z es un punto adherente de A si, para todo N € N,

NnA#J.
Llamaremos adherencia de A y denotaremos por A al conjunto de puntos

adherentes de A.
(¢c) z es un punto de acumulacion de A si, para todo N € N,

(N\{a}) n A # 2.
Llamaremos acumulacion de A y denotaremos por A’ al conjunto de

puntos de acumulacién de A.
(d) z es un punto aislado de A si existe N n N, tal que

Nn A={z}.
Denotaremos por ais(A) al conjunto de puntos aislados de A.
(e) z es un punto frontera de A si para todo N € N, se tiene que
NnA+#JyNn(X\A) #J.
Llamaremos frontera de A y denotaremos por Fr(A) al conjunto de
puntos frontera de A.

OBSERVACION 1.46 \

En la Definicién 1.45 es suficiente comprobar las condiciones para los entornos

abiertos. j
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Ficura 1.15. En la figura se muestra un subconjunto A formado por
la unién de tres subconjuntos, uno cerrado, otro abierto y el punto
{a}. El punto b € A es interior, ya que podemos encontrar un entorno
que lo contenga y esté contenido en A. Los puntos ¢ y d son adherentes
y de acumulacién porque cualquier entorno que los contenga contiene
también puntos de A, incluso excluyendo los propios ¢ y d. No ocurre
asi con el punto a, que es aislado, ya que podemos encontrar un en-
torno suyo que corte a A tnicamente en el punto a. Los puntos ¢ y d
también son frontera porque sus entornos cortan tanto a A como a su
complementario. Véase que ¢ € A mientras que d ¢ A.

Vamos a especificar los conjuntos definidos anteriormente para diferentes sub-
conjuntos de R dotado de la topologia usual.

EJEmMpPLO 1.47

Sea A = (0, 1]. Entonces,

= A = (0,1). Para cualquier = € (0,1) existe un ¢ > 0 tal que = €

(x —e,x+¢) < (0,1). Y cualquier otro punto de la recta (incluido el

1) no verifica esta condicién.

= A = [0,1]. Dado cualquier x € [0,1] y un abierto (a,b) tal que x €
(a,b), siempre se tiene que (a,b) n (0,1] # . Por el contrario, si
x ¢ [0, 1] siempre podemos encontrar un abierto (a, b) tal que = € (a, b)
y (a,b) n[0,1] = &.

s A’ = [0,1]. Dado cualquier x € [0, 1] y un abierto (a,b) tal que x €
(a, b), siempre se tiene que ((a, b)\{z})n(0,1] # &. Por el contrario, si

¢ [0, 1] siempre podemos encontrar un abierto (a, b) tal que x € (a, b)

((a

Nz} A [01] = &

T
y
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4. TIPOS DE PUNTOS DE UN SUBCONJUNTO

» ais(A) = ¢J. No existe ningtiin punto x € R tal que un abierto (a,b)
que lo contenga, x € (a,b) interseque a (0, 1] unicamente en el punto
z.

= Fr(A4) = {0, 1}. Los tnicos puntos z tales que cualquier abierto (a,b)

con x € (a,b) verifican que intersecan tanto a (0, 1] como a su com-

plementario R\(0,1] son el 0 y el 1.

EJEmMPLO 1.48

Sea B = {X | n € N}. Entonces,

» B = . Para ningtn punto
forma (a,b) que contenga a

» B = B u {0}. Para cada punto + € By cada intervalo de la forma
(a,b) que contiene a L, se verifica que (a,b) contiene puntos de B
(al menos el punto ). De igual modo, cualquier intervalo (a,b) que
contiene al punto 0 contiene también puntos de la forma % € B.

» B’ = {0}. Para los puntos de la forma < podemos encontrar el entorno

% (n%rl, ﬁ) tal que su interseccién con B es (%H, ﬁ) NnB = {%},
luego no son de acumulacién. Sin embargo, cualquier intervalo (a,b)
que contiene al punto 0 contiene también puntos de la forma ;IL € B,
luego 0 si es de acumulacion.

= ais(B) = B. Para cada punto + € B existe un intervalo que contiene

11 : s
— g n—l)’ tal que su interseccion con B es

€ B podemos meter un intervalo de la
y esté contenido en B.

3I=3 =

a %, por ejemplo % € (

(o s) 0 B= {5}

» Fr(B) = Bu{0}. Para cada punto 1 € B y cada intervalo de la forma
(a,b) que contiene a *, se verifica que (a,b) contiene puntos de B (al
menos el punto %) y puntos del complementario de B. Esta condicion
también la satisface el punto 0 ya que cualquier 0 € (a,b) contiene
puntos de la forma 1 € B.

EJjempLO 1.49

Sea C' = {0} U (1,2). Repitiendo el anélisis de los ejemplos anteriores tenemos
que los puntos del intervalo (1,2) son los tinicos interiores, ya que podemos
meter un intervalo abierto entre ellos y C'. Los puntos 1 y 2 son adherentes y
de acumulacién ya que cualquier entorno abierto de ellos corta a C' en puntos
diferentes a ellos; también son puntos frontera, como 0, porque los entornos
que los contienen cortan tanto a C' como a su complementario. El 0 no es
un punto de acumulacion sino que es un punto aislado, ya que hay entornos
abiertos de 0 que cortan a C' en un unico punto, el propio 0. Resumiendo:

24
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« O =(1,2).
» C={0}u[l,2]
= O =[1,2].

EjempLo 1.50

Sea Q el conjunto de los niimeros racionales. Como los racionales son densos
en el conjunto de los reales, cualquier intervalo (a,b) < R contiene infinitos
racionales e infinitos irracionales. Por lo tanto no puede haber ni puntos
interiores ni aislados, mientras que todos los puntos de la recta real son
adherentes, de acumulacion y frontera:

Q=0Q =F(Q =R,
Q =ais(Q) = 7.
Usando un razonamiento andlogo para el conjunto I de los niimeros irracio-
nales se tiene que:

I=T="F() =R,
I = ais(I) = &.

EjEmpLO 1.51

Sea Z el conjunto de los niimeros enteros. Dado un entero z € Z, existe un
intervalo, por ejemplo z € (z—1, z4+1), que corta a Z en tinicamente el punto z.
Esto hace que los puntos de Z sean aislados, frontera, y los inicos adherentes,
ya que para cualquier punto z € R\Z, se tiene que z € (|z], |z] + 1) < R\Z,
luego tampoco hay puntos interiores ni de acumulacién. En resumen:

7 = ais(Z) = Fr(Z) = Z,
=7 =g.




4. TIPOS DE PUNTOS DE UN SUBCONJUNTO

La siguiente proposicién contiene varias propiedades importantes que relacionan
los tipos de puntos en un espacio topolédgico.

PROPOSICION 1.52. Sean X un espacio topoldgico y A < X un subconjunto.
Entonces:
(1) Ac Ac A
(2) A es el mayor abierto contenido en A, es decir, si U < A es abierto,
entonces U < A.
(3) A es el menor cerrado que contiene a A, es decir, si A < C con C
cerrado, entonces A < C.

DEMOSTRACION.

(1) Size A existe un entorno N € N, tal que N < Ay, como consecuencia
z € A. Por otro lado, dado x € A, se tiene que para cualquier entorno
N eN,, xe N n Ay, por tanto, = € A.

(2) Veamos que A es abierto en X. Sea z € fi, entonces existe N, € N,
entorno abierto de z tal que N, ¢ A. Es claro que N, < A ya que, por
ser abierto, N, es un entorno de todos sus puntos. Como consecuencia

A=JN
zed
es una unién de abiertos y, por tanto, abierto.
Por otro lado, si U < A es otro conjunto abierto, entonces U es
entorno de todos sus puntos, por tanto todos sus puntos son interiores y
se tiene que U < A.
(3) A es cerrado ya que

X\A = {zre X | existe Ne N tal que N n A = &}
— {ze X | existe N € N, tal que N = X\A} = (X\A)

que, como hemos visto en (2), es abierto.

Por otro lado, supongamos que C' es cerrado y A < C. Razonando
por reduccién al absurdo supongamos que existe z € A tal que z ¢ C.
Como C' es cerrado y x € X\C se tiene que (X\C) € N, y, por tanto,

F#(X\C)nAc (X\C)nC

que es una contradiccién.
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CAPITULO I. ESPACIOS TOPOLOGICOS

(4) Veamos que A = A L Fr(A).
“c” Sea x € A, entonces para cualquier N € N, se tiene que N n A #
@. Por lo tanto tenemos dos opciones mutuamente excluyentes: bien
existe un N € NV, tal que N = A o bien para cualquier N € N, se tiene
que N n (X\A) # ¢J. En el primer caso se tiene que x € A mientras que
en el segundo se tiene que x € Fr(A).
“>” ge sigue de manera inmediata por la propiedad (1) y por la defi-
nicién de Fr(A).
(5) Veamos que A = A’ L ais(A).
“c” Sea x € A, entonces para cualquier N € N se tiene que N n A #
&. Entonces tenemos dos posibilidades mutuamente excluyentes: bien
(N\{z}) n A # & en cuyo caso z € A’, o bien (N\{z}) n A = & en cuyo
caso x € ais(A).
“>” Este contenido se sigue directamente de las definiciones.
(6) Tenemos que ver que A = A U A’. Como A = ais(A) U (A\ais(A)) vy
(A\ais(A)) < A’ se sigue que
AU A =ais(A)u A’ = A
(7) Para ver que A es cerrado si y solo si A’ < A, basta observar que como
A es el menor cerrado que contiene a A, A serd cerrado si y solo si
A=A=AUA.
O

f OBSERVACION 1.53 \

Gracias a la Proposicién 1.52 podemos caracterizar los abiertos y cerrados en
términos de su interior y su adherencia:

A= | U
UcA
U abierto

= De (2) se sigue que

y que A es abierto si y solo si A = A.
= De (3) se sigue que
A= () ¢

AcC
C' cerrado
\ y que A es cerrado si y solo si A = A. )
| EJjEmpLO 1.54 |

Sea (X, T) un espacio topolégico. Aplicando los resultados anteriores podemos
caracterizar los puntos relativos a los subespacios vacio y total.
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5. AXIOMAS DE SEPARACION

= Si A = (J entonces se desprende de las definiciones que
A=A =A =ais(A) = Fr(A) = .
= Si A = X entonces
A=A=X
Los unicos puntos aislados seran los que posean un entorno abierto
que contenga tnicamente a ellos, luego

ais(A) = {z e X | {z} e 1}

Como A = X su complementario es vacio, luego Fr(A) = ¢F. Y usando
que A = A’ U ais(A), tenemos que A’ = X\ais(A).

EJjEmpPLO 1.55

Sea (X, 77) un espacio indiscreto y A < X un subconjunto propio no vacio de
X. Como los tinicos abiertos de la topologia son el vacio y el total, se tiene
que:
A=g, A=X, A =X,
Supongamos que A contiene mas de un elemento, entonces
A'=X, ais(4) =g.
va que todo punto z € X posee el entorno X que corta a A en algin punto

diferente a x. Sin embargo, si A = {a}, entonces
A'= X\{a}, ais(4) = {a}.

EJEmMPLO 1.56

Sea (X, 7p) un espacio discreto y A # . Como cualquier subconjunto es
abierto y cerrado se tiene que A=A=A Cualquier unipuntual {z} es un
entorno abierto de z, luego todos los puntos son aislados ais(A) = A y no
hay puntos de acumulacién ni frontera, A’ = Fr(A4) = &.

5. Axiomas de separacion

En esta seccién se introducen los tres primeros axiomas de separacion. Estas
propiedades permiten clasificar el grado de separacién de los puntos a través de
entornos abiertos en un espacio topolégico. Si pensamos en los entornos como si
midiesen el grado de precision con el que podemos observar un punto, los axiomas
de separacién nos permiten medir hasta qué punto podemos distinguir unos puntos
de otros.
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N

DEFINICION 1.57

Sea X un espacio topolégico. Diremos que X es:
= Ty o Kolmogoroff si para cada par de puntos distintos =,y € X existe

un abierto U tal que
zelU y¢U o yeU x¢U.
= 71 o Fréchet si para cada par de puntos distintos x,y € X existen
abiertos U y V tales que
xelU y¢U e yeV, x¢V.
= Ty o Hausdorff si para cada par de puntos distintos x,y € X existen

abiertos U y V tales que

zeUyeV y UnV =.
R, . v
o . Od o
ar* * ey
y (T R y
) [ ) o Y
s . : [ .
" . -
CPL 0 e . - .
BRI A : B :
K . * e . ey «
0 *, 0 (N . 3 ey 5
Q - 0 £ . U . 0
5 . RELTTTTY A B "re, e, -
. H K . aaw
. X K . = N .,
. . - - -
. ) R . x Has - o
0 o . [} . . x =
CN o % . . "
rnans® Y 3 " ° :
o K Yo, o
. * Tapannt®

Ficura 1.16. Condiciones de los axiomas de separacion, de izquierda

a derecha, Ty, Ty y Ts.

[ OBSERVACION 1.58 \

Se sigue de la definicién que el axioma T es més fuerte que T, que es més

fuerte que Tp:
TQ = Tl = To.

En los ejemplos a continuacién veremos que ninguna de estas implicaciones es
una equivalencia, es decir, existen ejemplos de espacios topoldgicos Ty que no
Qon T1, y de espacios topolégicos que son T} y no son T5. j

A continuacién vamos a estudiar el grado de separacién de algunos de los espacios

topoldgicos que ya conocemos.
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. AXIOMAS DE SEPARACION

EJjEmpPLO 1.59

R™ dotado de la topologia usual es T5. En efecto, sean x, y € R™ dos puntos dis-
tintos. Como se observa en la Figura 1.17, si escogemos el radio r = d(z, y)/3,
y las bolas abiertas U = B(z,r) y V = B(y,r), se tiene

zeU yeV vy UnV =yg.

.
o
.

Ficura 1.17. Ejemplo 1.59. El plano euclideo es un espacio topologi-
co Ts.

EJEmPLO 1.60

Un espacio discreto (X, 7p) es Ty ya que, si x e y son dos puntos distintos
de X se tiene que U = {z} y V = {y} son dos abiertos tales x e U, ye V' y
UnV =¢. En particular, (X, 7p) es T1 y Tp.

11

EJjempLO 1.61

Un espacio indiscreto (X, 77) con mas de un elemento no es Ty ya que, si x e
y son dos puntos distintos, como el tinico abierto no vacio es el total se tiene
que todos los abiertos que contienen a x contienen también a y y viceversa.
Por tanto, (X, 77) no es ni 71 ni Ts.
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EJjEmMpPLO 1.62

La recta de Sorgenfrey Rg es T5. En efecto, dados x,y € R con =z < y, si
escogemos los abiertos U = [x,y) y V = [y, z) se tiene que

xelU yeV yvy UnV =(.
En particular, Rg es T1 y T.

Ficura 1.18. La recta de Sorgenfrey es un espacio topoldgico Ts.

EjEmpLoO 1.63

El espacio de Sierpinski & = ({0, 1}, 7s) es Ty pero no T3. En efecto, dados
0,1 € X, el abierto U = {0} satisface que 0 € U y 1 ¢ U. Sin embargo, no
existe ningun abierto en X que contenga al 1 y no contenga al 0. Por tanto
S tampoco es Ts.

EjempLO 1.64

Un conjunto infinito X dotado con la topologia cofinita 7cr es T pero no
es Ty. En efecto, para cada dos puntos distintos z,y € X podemos tomar los
abiertos U = X\{y} y V = X\{z} que verifican

zelU, ye¢U

yeV, x¢V
Por tanto, X es 77 (y también Tp).

Sin embargo, dados dos abiertos U’ y V' cualesquiera de 7¢p con x € U’
ey eV’ setiene que X\U' y X\V’ son finitos. Como consecuencia
(X\U') u (X\V') = X\(U" n V')

es finito y, entonces, U' n V' # & ya que en otro caso X\(U' n V') = X,

que es infinito por hipdtesis. Se sigue que X no es 75 ya que no podemos
encontrar dos abiertos disjuntos en esta topologia.
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EJEmMPLO 1.65

La recta de Kolmogoroff Ry es Ty pero no Ti. En efecto, sean z,y € R con
y < z. Si escogemos U = (y, +0) se tiene que z € U e y ¢ U lo que garantiza
que Rk es Tp. Sin embargo, Rk no es 77 (y tampoco T3) ya que todo abierto
V con y € V debe contener también a x.

R Y x U= (y,+0)

Ficura 1.19. La recta de Kolmogoroff es un espacio topoldgico Ty
pero no T7.

Los espacios topologicos de Fréchet se pueden caracterizar por medio de que sus
conjuntos unipuntuales sean cerrados.

PROPOSICION 1.66. Un espacio topoldgico X es Ty si y solo si los conjuntos
unipuntuales de X son cerrados.

DEMOSTRACION. Supongamos que X es Ty y veamos que, dado z € X, el
subconjunto X\{z} es abierto. Como X es T}, para cada punto y € X\{z} y
el propio z, y sabemos que existe un abierto U tal que y € U y = ¢ U, por
tanto y € U < X\{z}. Entonces, como para cada y € X\{z} hemos encontrado
un abierto tal que y € U < X\{x}, se tiene que X\{x} es abierto y, como
consecuencia, {x} es cerrado.

Supongamos que los conjuntos unipuntuales de X son cerrados. Sean z e
y dos elementos distintos de X. Dado que {z} e {y} son cerrados se tiene que
U=X\{y} y V= X\{z} son dos abiertos tales que

xelUy¢U
yeVix¢V
y, por tanto, X es 7T7. (I
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COROLARIO 1.67. Todo espacio finito Ty es discreto.

DEMOSTRACION. Supongamos que X est4 formado por n elementos xy, . . ., T,,.
Como X es T cada conjunto unipuntual {x;} es cerrado. Para ver que también
es abierto basta observar que

X} = s}
J#i

es una unién finita de conjuntos cerrados y, por tanto, cerrado. (|

A continuacién introducimos la nocién de convergencia de una sucesion de ele-
mentos de un espacio topoldgico y veremos que guarda una estrecha relacion con los
axiomas de separacion.

4 , )
DEFINICION 1.68

Sea (%, )neny una sucesién de puntos de un espacio topolégico X. Diremos que
(x) converge a x € X si para cada entorno N € N, existe un ng € N tal que, si

L n = ng, entonces x,, € N. y

EJjempPLoO 1.69

Sea (X, 77) un espacio indiscreto y () una sucesién de puntos de X. Enton-
ces (1,,) converge a todos los puntos de X. En efecto, si x € X, como el tnico
entorno de z es el propio X y z,, € X para todo n € N se tiene el resultado.

EjempLo 1.70

En el espacio de Sierpinski § = ({0, 1}, 7s) la sucesién constante z,, = 1
converge a 1 ya que el total {0,1} es el dnico entorno de 1, que contiene a
toda la sucesién. Sin embargo, no converge a 0 ya que {0} es un entorno de
0 que no contiene ningin término de la sucesién.

Por otro lado, la sucesion constante g, = 0 converge tanto a 0 como a
1 puesto que cualquier entorno tanto de 0 como de 1 contiene a todos los

términos de la sucesién.
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EJjempLo 1.71

En la recta de Kolmogoroff Ry la sucesién x,, = % converge a todos los puntos
de (—0,0]. En efecto, sea x € (—0,0] y N un entorno de z. Entonces, existe
a < x tal que z € (a, +0) = N. Puesto que % > () para todo n € N se tiene
que % € (a,+m) < N para todo n € N, de donde se sigue que (z,,) converge

Por otro lado la sucesién y,, = n converge a todos los puntos de Rx. En
efecto, para cualquier y € R existe ng € N tal que n > y para todo n = ng,
por tanto, si N es un entorno de y, existe b < y tal que y € (b, +90) < N. En
consecuencia, se tiene que y, = n € N para todo n = ng y la sucesién (y,,)
converge a y.

R " s 0 U = (a, +00)

T, = —
n

FicurA 1.20. En la recta de Kolmogoroff, la sucesién x,, = % con-

verge a todos los puntos de (—o0,0].

Para finalizar la seccion, veamos que en los espacios topoldgicos de Hausdorff las
sucesiones convergentes tienen un tinico limite, de acuerdo con nuestra intuicién de
la topologia usual en R y R™.

TEOREMA 1.72. Si X es un espacio Ty, entonces una sucesion converge, a

lo sumo, a un unico punto.

DEMOSTRACION. Supongamos, razonando por reduccién al absurdo, que exis-
te una sucesién (z,) de puntos de X que converge a dos puntos distintos z e y.
Como X es T existen U y V entornos abiertos de = e y respectivamente tales
que U n'V = . Por otro lado, como (x,,) converge tanto a & como a y existen
ng,n1 € N tales que x,, € U para todo n = ng y z, € V para todo n = n;. Por lo
tanto, si escogemos n = max{ng, n1} se tiene que x, € U NV lo que contradice
que su interseccién sea vacia (ver Figura 1.21). O
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Ficura 1.21. En un espacio topoldgico T5 el limite de una sucesion, si
existe, es nico, ya que en caso contrario los limites se pueden separar
por abiertos.

6. Topologia de subespacio

En esta seccién estudiaremos la topologia natural que induce un espacio topologi-
co en sus subconjuntos.

PROPOSICION 1.73. Sea (X, 7) un espacio topoldgico y sea Y < X un sub-

conjunto. La familia
v ={UnY |UEer}

es una topologia en 'Y .

DEMOSTRACION. Veamos que la topologia 7y verifica las tres propiedades
de la Definicién I.1.
= El conjunto total Y se puede expresar como ¥ = X nY, y como X es
abierto de 7 entonces Y pertenece a 1. Del mismo modo & = @ nY),
por lo que el vacio pertenece a 7y .
= Dada una familia de subconjuntos de Y, {Vy}sea, donde V) € 7y para
todo A € A, veamos que la unién | J,_, Vi pertenece a 7y. En efecto, para
cada V), existe un abierto Uy de 7 tal que V), = Uy n'Y. Entonces,

Uwn=JOny)= (UUA>mY

AeA AeA AeA
y, como |y, U es un abierto de X por ser una unién de abiertos, se
tiene que (J,., Vi pertenece a 7y
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= Dados dos subconjuntos de Y, Vi, V5 < Y, tales que Vi, V5 € Ty, existen
Uy, U, abiertos de X tales que V; = U nY, Vo = Uy n'Y. Entonces,

VinVo=UnY)n(UsnY)=(UnU)NnY,

que pertenece a Ty porque Uy n Us es abierto de X.

DEFINICION 1.74

Sea (X, 7) un espacio topoldgico e Y < X un subconjunto. Llamaremos topo-
logia de subespacio o topologia relativa a la topologia 1y definida en la Proposi-
tion 1.73. Diremos que el espacio topoldgico (Y, 7y) es un subespacio topolégico
de (X, 7) y llamaremos a los elementos de 7y abiertos relativos en Y.

J

Figura 1.22. Abierto relativo U n'Y y cerrado relativo C'n'Y de un
subespacio topologico Y < X.

Los cerrados de la topologia relativa se pueden definen de forma andloga a los
abiertos.

PROPOSICION 1.75. Sea X un espacio topoldgico y sea Y < X un subespacio.
Un subconjunto C' < Y es cerrado en Y si y solo si existe un cerrado D en X
tal que C =D NY.
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DEMOSTRACION. Supongamos que C' < Y es cerrado en Y. Entonces Y\C
es abierto en Y y, por tanto, existe U abierto en X tal que Y\C = U nY. Si
escogemos D = X\U se tiene que D es cerrado en X por ser complementario de
un abierto, y

DAY =(X\U)nY =Y\(Y A U) = Y\(Y\C) = C.

Reciprocamente, supongamos que existe D cerrado en X tal que DnY = C.
Entonces
YO =Y\(DnY)=(X\D)nY.
Como X\D es abierto en X se sigue que Y\C' es abierto en Y y, como conse-
cuencia, C' es cerrado en Y. O

Las bases de un espacio topoldgico determinan también, de manera natural, bases
en los subespacios topoldgicos.

PROPOSICION 1.76. Sea B una base de la topologia de X. Entonces, la co-
leccion
By ={BnY | BeB}

es una base de la topologia relativa de Y .

DEMOSTRACION. Sea V' un abierto de Y y sea x € V < Y. Entonces existe
U abierto de X tal que V.= U nY. Como U es abierto en X y = € U, existe
B e Btal que x € B < U y, por consiguiente,

reBNnYcUnNnY =V.

Como B nY € By se sigue el resultado. g

EJjempLo 1.77

Consideremos en la recta real con la topologfa usual, (R, 7,), el subconjunto

de los ntimeros enteros Z < R. Entonces Z, dotado de la topologia relativa, es

un espacio discreto. Veamos que los conjuntos unipuntuales en Z son abiertos

en la topologia relativa. En efecto, si n € Z y escogemos € < 1, se tiene que
{n}=mn-en+e)nZ,

y como (n —¢e,n + €) es abierto en R se sigue que {n} es abierto en Z.
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n}

{
—o—6—o0o—o—o—o-t o) oo oo o
————o—o—(—0—}—o—o—o—o—

(n—e,n+e)

Ficura 1.23. Ejemplo 1.77. Los puntos {n} = (n—e,n+¢)n7Z = {n}
son abiertos, por lo que Z es un subespacio discreto.

EJjEmprLO 1.78

En la recta real con la topologfa usual, (R, 7,) consideremos el intervalo uni-
dad I = [0,1]. La Proposicién .76 garantiza que una base de la topologfa
relativa de I es

Br={(a,b)nI]abeR, a<b}.
Los diferentes tipos de abiertos que aparecen en esta base son:

-

%) sib<0o0l1<a
1 sita<0yb>1
(a,b) nI =< (a,b) sia,bel

[0,0) sia<0, bel
(a,1] siael, b>1

I=10.1]

R
L —1...)
L \ J -

F1GURrA 1.24. Abiertos relativos del intervalo [0, 1] < R con la topo-
logia usual.

EJjEmprLo 1.79

En la recta de Kolmogoroff Ri la topologia relativa del intervalo unidad
I=10,1] es
11 ={(a,+0) n I |aeR}
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donde
%) sia>1
(a,+0)n I =<1 sia<0
(a,1] siae€[0,1)
I=1[0,1]
N [ ]
(
L < J ............................................... >
(a, +00)

Ficura 1.25. Abiertos relativos del intervalo [0, 1] < R con la topo-
logfa de la recta de Kolmogoroff.

EJjEmMpPLO 1.80

En la recta de Sorgenfrey Rg una base de la topologia relativa del intervalo
unidad I = [0, 1] viene dada por
Bsr={[a,b) nI|a,beR, a<b}
donde
[0%) sib<0oa>1
[a,b) sia,bel
[0,b) sia<0,bel
[a,1] siael, b>1

En particular, el punto {1} es abierto relativo del intervalo unidad.

[a,b) " [ =

EJjEmpPLO 1.81

En R? dotado de la topologfa usual consideremos el subconjunto
Sl = {(xy) eR? |2+ = 1},
es decir, la circunferencia de radio uno centrada en el origen. Una base para la

topologfa relativa de S! estd formada por los arcos de circunferencia abiertos
que vienen dados como la interseccién de bolas, abiertos bdsicos en R? con

St
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FIGURA 1.26. Abiertos y cerrados relativos de S* con la topologia de
subespacio de (R2,7,).

EJEMPLO 1.82

En R? dotado de la topologia usual consideremos el subconjunto
52 = {(x,y,z) eR |22+ 92 + 22 = 1},

es decir, la esfera de radio uno centrada en el origen. Una base para la topo-
logia relativa de S? est4 formada por los casquetes esféricos.

Dados un espacio topologico X y un subespacio Y < X existen una serie de
conjuntos especiales en la topologia de subespacio. Dado un subconjunto A < Y
utilizaremos la notacion zzly, Ay y Fry(A) para referirnos al interior, la adherencia
y la frontera de A con respecto a Y en la topologia relativa 7y .

PROPOSICION 1.83. Supongamos que A =Y < X. Entonces,
(1) Ac Ay.

(2) AnY = Ay.

(3) Fry(A) < Fr(A).

DEMOSTRACION.

(1) Si z € A, existe un entorno abierto N € A, tal que N « A. Como N
es abiertoen X y N € A c Y se tiene que N es abierto en Y y, como
consecuencia, x € Ay.
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(2) Basta ver que ver que A nY es el menor cerrado de Y que contiene a A.
En efecto, sea C' cerrado en Y tal que A < C'. Entonces, existe D cerrado
en X talque C =D nY.Como Ac Dy Dc D setiene que Ac Dy,
por consiguiente, A nY < C.

(3) Supongamos que x € Fry(A) y sea N un entorno de x en X. Entonces
N nY es un entorno de x en Y y, por tanto,

FG#NNnY)nA=Yn(NnA)cNnA
F#NnY)n(Y\A) =Y nNn (Y\A) < Nn(X\A)
de donde se sigue que x € Fr(A).

EJjEmpLO 1.84

Sean Y =[0,1] y A = [07 %] subespacios de la recta real. Entonces el interior
de Aes A = (O., %) Sin embargo, como subconjunto de Y, el interior es
Ay = [0¢ %) ya que hay entornos relativos de 0 en Y del tipo 0 € [0,¢) =
(—£,€) N [0,1], que estén contenidos en A = [0,1].

Por otra parte, A es un cerrado de la recta real por lo tanto su adherencia
es A=A =[0,1]. Y también es un cerrado relativo de Y, ya que es inter-
seccion de un cerrado de R, por ejemplo [71, %] conY = [0, 1], por lo tanto
Ay = A=10,3].

Es claro que los puntos frontera de A son Fr(A) = {07 %} Sin embargo, el
0 no es frontera relativa de A en Y. Esto sucede porque hay entornos relativos
de 0 en Y, como [0,¢), que solo contienen puntos de A, pero no contienen

ningtin punto de Y\ A = (% 1], por tanto Fry (A) = {%}

FI1GURA 1.27. Ejemplo 1.84. Puntos del subconjunto A = [0, ] rela-

2
tivos al subespacio Y = [0,1] < R.

Para finalizar, veamos que los axiomas de separacién son propiedades heredita-
rias, es decir, si un espacio topolégico los satisface, cualquier subespacio también los
satisface.
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DEFINICION 1.85

Sea P una propiedad de relativa a un espacio topolégico. Diremos que P es una
propiedad hereditaria si dado un espacio topoldgico X que cumple la propiedad
L P, se tiene que todos los subespacios de X cumplen la propiedad P. y

PROPOSICION 1.86. Los aziomas de separacion Ty, Ty y Ty son propiedades

hereditarias.

DEMOSTRACION. Lo probaremos para T5 siendo los otros dos casos andlogos.
Supongamos que X es Ty y sea Y < X un subespacio. Sean z e y dos puntos
distintos de Y. Como Y < X y X es Ty existen U y V abiertos disjuntos en X
tales que x € U, y € V. Entonces U' = U nY y V' =V nY son abiertos en

Y con la topologia relativa, son disjuntos, y satisfacen que x € U’ e y € V'. Por
O

consiguiente Y es Tj.

anmn
o ",

Ficura 1.28. La propiedad 75 es hereditaria porque, dados dos pun-
tos diferentes de un subespacio Y < X, podemos encontrar abiertos
relativos disjuntos que los separen como interseccién de abiertos que
los separan en X con el subespacio Y.
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7. Problemas

PRrROBLEMA 1.1 Sea X un conjunto. Demostrar que la familia
7en = {U < X | X\U es finito o numerable}

es una topologia en X.

ProBLEMA 1.2 Encontrar todas las topologias en los conjuntos de 1, 2 y 3
elementos. ;Existe alguna topologia en el conjunto de tres elementos distinta de
la discreta y de la indiscreta en la que los abiertos y los cerrados coincidan?

PROBLEMA 1.3 Sea X un conjunto y sea a € X. Estudiar si las siguientes familias
son topologias en X.

(a) T, ={Uc X |ac U} u{g}.

(b) i ={Uc X |a¢U}u{X}.

c) 0 =1,u{Uc X |aeU, X\U es finito}.

(d) 7o ={U < X | X\U es infinito} v {, X}.

PROBLEMA 1.4 Sea 7 = {R?, Z}U{Gy | k € R} donde Gy, = {(z,y) e R? | 2 > y + k}.

(a) Demostrar que 7 es una topologfa en R?.
(b) Estudiar si 7 es una topologia en R? si se sustituye k € R por k € N.
(c) Estudiar si 7 es una topologia en R? si se sustituye k € R por k € Q.

PRrROBLEMA I[.5 Sea X un conjunto finito preordenado, es decir, X esta dotado
de una relacion reflexiva y transitiva. Dado = € X sea

Us={yeX|y<Xj}
el conjunto de todos los elementos relacionados con x. Demostrar que la familia
Bg = {Ux | T e X}

es una base para una topologia en X.

PROBLEMA 1.6 Sea X un conjunto finito y 7 una topologfa en X.

(a) Demostrar que la interseccién arbitraria de conjuntos abiertos es un
abierto.

(b) Dado x € X, sea U, el menor abierto que contiene a x, es decir, U, < U
para todo abierto tal que x € U. Demostrar que la relacién

y<z si yel,

es reflexiva y transitiva y, por tanto, un preorden en X.
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PROBLEMA 1.7 Sean 71 y 7 dos topologias en un conjunto X. Estudiar si la
interseccién 1 N T» es una topologia en X.

PRrROBLEMA 1.8 Encontrar dos topologias 71 y 7» sobre un conjunto X tales que
T1 U T» No es una topologia. Describir la topologia menos fina que contiene a 7

y T2.

PROBLEMA 1.9 (*) Sea X un conjunto infinito y 7 una topologia en X en la que
todos los subconjuntos infinitos son abiertos. Demostrar que 7 es la topologia
discreta.

PROBLEMA L.10 (*) Sea en R? la familia 7 de todos los subconjuntos U tales
que para cada (z,y) € U existe ¢ > 0 tal que

(z—gzt+e)x{yhuex(y—ey+e)cl
Estudiar si 7 es una topologia en R? y en caso afirmativo compararla con la
topologia usual.

PROBLEMA L.11 (*) En R? consideremos la topologia 7 definida en el ejercicio
anterior. Si llamamos

Cl(x,y),e) = ((x —c,x+e) x {y}) v ({a} x (y — e,y +¢)),
estudiar si el conjunto
B= {C((m,y)@) | (z,y) e R? e > O}

es una base de 7.

PROBLEMA 112 (Plano de Moore) Sea I' = {(z,y) € R? | y = 0)}. Demostrar
que la familia

B={B((z,y),r) |y >0,r <y} v {{(z,0)} v B((z,y),y) |y > 0}

es base de una topologia en I'.

PROBLEMA 1.13 (Topologia del orden) Sea X un conjunto totalmente ordenado
y supongamos que existen a = min X y b = max X. Demostrar que la familia

B ={la,z) [z e X\{a}} v {(z,y) |z <y} u{(z,b] |z e X\{b}}

es base de una topologia en X.
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PROBLEMA 1.14 Sea K = {% |ne N} y sea B3, una base de la topologia usual
en R. Demostrar que la familia

By =B, U {B\K | BeB,}

es base de una de topologia en R.

PROBLEMA .15 Demostrar que la familia B = {(p,q) | p,q € Q,p < ¢} es una
base de la topologia usual de R.

PROBLEMA 1.16 Demostrar que la familia B = {[p,q) | p,q € Q,p < ¢} es base
de una topologia en R distinta de la topologia de Sorgenfrey 7g. Comparar la
topologia 75 asociada a la base B con 7g.

PrOBLEMA 1.17 Considerar las siguientes familias de subconjuntos de [0, 1]:
By ={(a,b) |0 <a<b<1}u{[0,1]} By = By v {{0}, {1}}
By—{(@b)[0<a<b<1yu{l0,1}  Bi=Bsu{{0}{1}}

(a) Demostrar que son bases de una topologfa en [0, 1].
(b) Comparar las topologias generadas por estas bases.

PROBLEMA .18 Sea X un espacio topoldgico y sean A, B < X subconjuntos.
Demostrar las siguientes afirmaciones:

(a) A = X\(X\A).

(b) A = X\(X\A).

AnB=AnB.

Si X = AU B entonces X = Au B.
Si An B = J entonces An B = .

)
)
J=A_
(g) An Bc An B,y laigualdad no se da en general.
)
)
) Fr(A U B) c Fr(A) u Fr(B), y la igualdad no se da en general.

PrROBLEMA 1.19 Sea X un espacio topoldgico y sean A, B subconjuntos de X.
Razonar la veracidad o falsedad de los siguientes enunciados:

() A = (A). -
(b) Si Fr(A) n Fr(B) = J entonces (Au B) = Au B.
(c) A es abierto y cerrado en X siy solo si Fr(A) = &.
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PROBLEMA 1.20 Sea X un espacio topoldgico y A < X un subconjunto. Demos-
trar que, si A es abierto, entonces Fr(A) tiene interior vacio. jEs cierto si A es
cerrado? Poner un contraejemplo en el caso de un subconjunto A arbitrario.

PrOBLEMA 1.21 Calcular el interior, la adherencia, la frontera y los subconjuntos
de puntos aislados y de acumulacion del siguiente subconjunto de R con la
topologia usual:

A {;+Tll|m,neZ\{0}}

PROBLEMA 1.22 Calcular el interior, la adherencia, la frontera y los subconjuntos
de puntos aislados y de acumulacién de los siguientes subconjuntos de la recta
de Kolmogoroff Ry.

PRrROBLEMA 1.23 Calcular el interior, la adherencia, la frontera y los subconjuntos
de puntos aislados y de acumulacién de los siguientes subconjuntos de la recta
de Sorgenfrey Rg.

PRrROBLEMA 1.24 Calcular el interior, la adherencia, la frontera y los subconjuntos
de puntos aislados y de acumulacién del subconjunto

A= (~4,-v2) u{opu [v2,3) u{?’”HO |neN}

n+3

en la recta real, la recta de Kolmogoroff y la recta de Sorgenfrey.

PrOBLEMA [.25 Dar un ejemplo de subespacio discreto de R con la topologia
usual que no sea cerrado.
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PRrROBLEMA 1.26 Calcular el interior, la adherencia, la frontera y los subconjuntos
de puntos aislados y de acumulacién de los siguientes subconjuntos de R? con
la topologia usual.

(a) A —{($y)eR2|l<x +y? < 2}
(b) B={(z,sind) |z #0)}u{0,0)}
(©) C =B\ {(z.y) € B | oy = 0}

(d) D =R* {(z,sinl) |z #0}.
(e) B = Unl{xyeR2|2<x+y\

2n—1J)"

PRrROBLEMA 1.27 Calcular la frontera e interior de los siguientes subconjuntos de
R? con la topologia usual.

(a) A={(z,y) eR?* |y =0}

(b) B = {(z,y) € R | 2 > 0,y # 0},

(¢c) C=AvuB.

(@) D = {(z,5) € B* | 2 € Q).

() E=1{(n,y) R |0<a?—y? <1},

() F={(z,y) e R? |z # 0,y < }

PROBLEMA 1.28 Sea X un conjunto finito preordenadoy A < X un subconjunto.
Demostrar las siguientes afirmaciones:

(a) x € Asi y solo si para todo y < z, y € A.

(b) x € Asiy solo si existe y € A tal que y <

(c) z € A’ siy solo si existe y € A\{z} tal que y <

(d) z € Fr(A )fﬂybolomexmtenyeAyz¢Atalesquey<xyz<x.

PROBLEMA 1.29 (*) Sea X un espacio topoldgico T}, sea un subconjunto A < X
y un punto x € X. Demostrar que z € A’ si y solo si todo entorno de x contiene
infinitos puntos de A. ;Es cierto esto si X no es 717

PrOBLEMA 1.30 Sea X un espacio topoldgico 7. Demostrar que el conjunto de
puntos de acumulacién de cualquier subconjunto de X es cerrado. ;Es cierto
esto para un espacio topoldgico arbitrario?

PRrROBLEMA 1.31 Sea X un espacio totalmente ordenado dotado de la topologia
del orden (Problema I.13). Demostrar que X es 7.

ProBLEMA 1.32 Estudiar la convergencia de la sucesion x,, = % en R dotado de
la topologia cofinita.
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PROBLEMA 1.33 Demostrar que todo subespacio de un espacio T; es T; con
i =20,1,2. Es decir, los axiomas de separacion son propiedades hereditarias.

PROBLEMA 1.34 Sea X un espacio topologico, ¥ < X un subespacioy A < Y
un subconjunto. Demostrar las siguientes afirmaciones:
(a) Si A es abierto en Y e Y es abierto en X, entonces A es abierto en X.
(b) Si A es cerrado en Y e Y es cerrado en X, entonces A es cerrado en X.

PROBLEMA 1.35 Sea Y = (0,5]. Determinar cudles de los siguientes subconjun-
tos de Y son abiertos y/o cerrados considerando en Y las topologias relativas
de Y como subconjunto de la recta real y de la recta de Sorgenfrey:

(a) (0,1)

(b) (0,1]
(c) {1}

(d) (0,5]
(e) (1,2)
() [1,2)
(g) (1,2]
(b) (4,5]
(i) [4,5]

PROBLEMA 1.36 Sea Y = (0,4] u {5}. Estudiar cuédles de los siguientes subcon-
juntos de Y son abiertos y/o cerrados en Y con la topologia usual:

) (

) {1

) (0,4]
(e) [1,4))
(f) (1,,4]
(g) [1.4]
(h) {4}

i) {

PROBLEMA 1.37 Sean los conjuntos

A—{(I,Siﬂi) |O<x<1} v B—{0} x[0,1].

Estudiar el caracter abierto o cerrado de los conjuntos A y B con respecto a
X=AuB.
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