Estimacion de parametros
y contraste de hipotesis

E%Y introduccion
E¥ objetivos

E¥E] Distribuciones muestrales

1.3.1. Distribucién muestral de la media
1.3.2. Distribucién muestral de la proporcién
1.3.3. Distribucién muestral de |la varianza

E®] Estadistica inferencial

1.4.1. Estimacion de parametros. Propiedades de los estimadores
1.4.1.1. Intervalo de confianza para la media
1.4.1.2. Intervalo de confianza para la proporcion
1.4.1.3. Intervalo de confianza para la varianza
1.4.2. Amplitud del intervalo de confianza y tamafio muestral
1.4.3. Contraste de hipétesis
1.4.3.1. Metodologia clasica del contraste de hipdtesis
1.4.3.2.Errores al tomar una decisién en un contraste clasico
de hipétesis

E¥ Ejercicios de autocomprobacion






Estimacién de pardmetros y contraste de hipétesis  JJj

1.1. Introduccion

En la asignatura de primer curso «Introduccion al andlisis de datos» se han estu-
diado procedimientos para organizar, representar y describir un conjunto de datos,
bien mediante la creacién de tablas, graficos, calculando medidas que nos informan
de su tendencia central, variabilidad, forma, etc. De forma resumida, estos proce-
dimientos nos proporcionan un conocimiento eficaz de las caracteristicas de la
muestra. En esta asignatura de segundo curso vamos a dar un paso adelante con
el objetivo de utilizar esta informacidn para que, mediante la inferencia y el con-
traste de hipdtesis, podamos hacer generalizaciones referidas a la poblacion a par-
tir del anadlisis descriptivo de una, dos, o mds muestras. Este conocimiento siempre
serd aproximado o, dicho con otras palabras, esta inferencia siempre serd proba-
bilistica.

En este primer capitulo abordamos los fundamentos de la inferencia estadistica,
rama de la Estadistica que permite realizar afirmaciones sobre una poblacion a partir
de los datos obtenidos en alguna de las muestras que se pueden extraer de la misma.
En el proceso de inferencia hay que seguir unas pautas para que las afirmaciones
que hagamos finalmente referidas a la poblacidn, y las correspondientes decisiones
gue tomemos respecto a ella, sean lo mas racionales posibles. En este proceso infe-
rencial se pueden distinguir basicamente los siguientes pasos: extraccion de la mues-
tra, medicion de la(s) caracteristica(s) objeto de nuestro interés, calculo del estadis-
tico apropiado en la muestra para inferir el pardmetro de la poblacién, y por ultimo
evaluacion probabilistica del error que podemos cometer al realizar dicha inferen-
cia.

De manera resumida, explicaremos los fundamentos tedricos y los aspectos prac-
ticos del proceso de inferencia, repasando un concepto fundamental, sin el cual no
es posible comprender cdmo se produce la inferencia, y que se conoce como distri-
bucidn muestral, que ya fue tratado sucintamente en el tema 8 de la asignatura de
«Introduccion al andlisis de datos», al cual remitimos al estudiante que por algun
motivo no ahondd lo suficiente en este concepto. Posteriormente abordamos los
procedimientos de estimacion de parametros, asi como las propiedades que debe
tener un estimador para que cumpla bien su funcién de estimar el pardmetro que
se desea conocer en la poblacién.

Finalmente, explicamos con cierta amplitud la metodologia general del contraste
de hipdtesis sobre los parametros de una poblacidén, proceso intimamente relacio-
nado con el proceso de estimacion de pardmetros. En los epigrafes dedicados a los
contrastes de hipdtesis, ademas de la metodologia, se tratan aspectos sustantivos
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de los contrastes tales como los posibles errores que se pueden cometer al hacer
una inferencia, y un concepto que esta en boga desde los aifios ochenta del pasado
siglo, como es el de la magnitud o tamafio del efecto, y que ya es preceptivo referir
en cualquier informe de investigacién empirica.

En cualquier caso, el estudiante debe saber que la tematica que se trata en este
texto asume conocimientos previos tratados en la asignatura de primer curso de
tal forma que se suponen adquiridos los conceptos basicos de analisis descriptivo
de los datos, probabilidad, el calculo de las probabilidades en las distribuciones dis-
cretas y continuas e, intimamente relacionadas con éstas Ultimas, el concepto de
distribucidn muestral. Adquiridos estos conceptos a los que nos hemos referido, en
este primer tema marcamos los siguientes objetivos.

1.2. Objetivos

= Conocer cdmo es la distribucion muestral de los estadisticos media, varianza
y proporcion.

® Calcular intervalos de confianza de los pardmetros poblacionales media,
varianza y proporcion.

= Calcular el tamafio de la muestra en funcidn de la precisidn de la estimacion
deseada.

m Comprender e interpretar la l6gica de la metodologia del contraste de hipé-
tesis.

®= Reconocer e identificar los errores y riesgos de todo contraste de hipodtesis.

1.3. Distribuciones muestrales

La inferencia estadistica es una forma de razonamiento que va de lo concreto a
lo general. El investigador, para confirmar o refutar las hipdtesis tedricas que maneja,
extrae una muestra representativa de la poblacién objeto de estudio y sobre ella
realiza las mediciones de las caracteristicas relevantes para su investigacion. Para
cada caracteristica evaluada se obtiene uno, o mds, valores numéricos que se cono-
cen como estadisticos, los cuales pueden ser cualquiera de los estudiados en la asig-
natura de primer curso (medidas de tendencia central, de posicidn, de variabilidad,
de asimetria, de relacidn, de regresion, etc.). Y es a partir de los diversos estadisticos
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obtenidos en la muestra (lo concreto) que tiene que realizar afirmaciones sobre los
valores de los parametros de la poblacion (lo general). Pero écomo se realiza ese
salto de lo concreto a lo general? Para entender este proceso es preciso, previamen-
te, recordar lo que se conoce como distribucidon muestral, y para ello hay que situarse
en un plano hipotético en el que pudiéramos trabajar con todas las posibles muestras
del mismo tamafio, n, que se pueden extraer de una poblacidn de tamafio N (siendo,
obviamente, N > n).

Razonando en este escenario hipotético en el que pudiéramos extraer todas
las muestras de la poblacidon, en cada una de estas muestras se realizaria la medi-
cion de la o las variables de interés y se obtendria un estadistico (media, propor-
cion, varianza, correlacion, etc.) cuyo valor sera diferente (o igual) al obtenido en
cualquiera de las otras posibles muestras ya que, obviamente, depende de los
datos que la componen. Es decir, el estadistico obtenido en cada una de las distin-
tas muestras se comporta como una variable aleatoria, y sus diferentes valores
forman una distribucién de probabilidad que recibe el nombre de distribucion
muestral. Como en toda distribucidon de probabilidad, también de la distribucidn
muestral de uno de estos estadisticos obtenido para todas las muestras posibles,
podemos obtener su media y su desviacidn tipica. Esta ultima, al estar referida a
la distribucién muestral de un estadistico, recibe el nombre de error tipico del
estadistico.

De modo que el concepto de distribucién muestral hay que distinguirlo de otros
tipos de distribuciones, como son, la distribucién poblacional, que se refiere a la
distribucion de los datos individuales en la poblacidn, y la distribucién en la muestra
que es la distribucion de los datos individuales que constituyen la muestra.

Una vez que hemos repasado el concepto de distribucién muestral, vamos a abor-
dar de manera muy resumida cémo son las distribuciones muestrales de tres esta-
disticos ampliamente utilizados en la investigacidn social: la media, la proporcién y
la varianza, recordando que las dos primeras ya fueron tratadas en el curso anterior.
Veremos como la forma que adopta la distribucion muestral depende, entre otras
cosas, de la forma que adopte la distribucion poblacional.

1.3.1. Distribucion muestral de la media

Consideremos una poblacion formada por todos los estudiantes universitarios
de una determinada comunidad de los que podemos conocer, a partir de sus datos
de la matricula, su edad. A partir de estos datos podemos calcular su edad media y
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la varianza de esta misma variable (edad), valores que representamos por i y 62,
respectivamente (si dispusiéramos de mas de una variable, seria recomendable indi-
car, mediante subindices, a qué variable se corresponde cada media y varianza, de
tal forma que en este caso podriamos indicarlo como W, ,q Y 62444)- De esta pobla-
cion podemos extraer una muestra de, por ejemplo, 100 estudiantes y calcular su
media y desviacidn tipica que representamos por Y y Sy si representamos la variable
con la letra Y, o por X y Sy si la representamos con la letra X. Pero esta muestra no
es la Unica posible. Se pueden extraer muchas otras muestras diferentes, todas ellas
del mismo tamafio (n = 100), y en cada una de ellas calcular su media y desviacion
tipica que pueden variar de una muestra a otra, de tal manera que con las puntua-
ciones de todas las medias obtenidas en estas distintas muestras (véase Figura 1.1)
se origina otra distribucidn que se llama distribucion muestral de la media. Con el
mismo procedimiento se obtendria la distribucién muestral de la desviacidn tipica
o de cualquier otro estadistico, como la proporcidn, la correlacidon de Pearson, etc.
y corresponde a la distribucion de probabilidad de un estadistico que se obtiene al
calcularlo en todas las posibles muestras del mismo tipo y tamafio, n, extraidas de
una poblacion de tamafio N.

Como se estudié en el tema 8 de la asignatura «Introduccion al andlisis de datos»,
podemos suponer que la distribucidon muestral de la media es normal, o se aproxima
suficientemente a la normalidad, cuando se cumple al menos una de las siguientes
condiciones:

= La variable en la poblacién se distribuye normalmente.

= E| tamafo de la muestra es igual o superior a 30 observaciones. En este caso,
la forma de la distribucion, puede ser normal o de otro tipo (Teorema Central
del Limite).

En la asignatura «Introduccidn al Analisis de Datos», estudiamos que si se des-
conoce la forma de la distribucién poblacional de la variable, la forma de la dis-
tribucién muestral de la media depende del tamafo de la muestra. El Teorema
Central del Limite (TCL) establece que sin importar la forma de la distribucion
poblacional, la distribucion muestral de la media se aproximard a la normal a
medida que aumenta el tamafio de la muestra. Y el tamafio que debe tener la
muestra para que la distribucion muestral se considere normal depende de la
forma que tenga la distribucién poblacional, de tal forma que cuanto mas se
aleje ésta de la distribucidon normal mayor tendrd que ser el tamafo de la mues-
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Figura 1.1: Proceso de construccidn de la distribucién muestral para el estadistico media. A la iz-
quierda aparece la representacion de una variable en una poblacién de tamafio N. Esta variable es nor-
mal con media 100 y desviacion tipica 15. A la derecha se muestra la distribucion muestral tedrica del
estadistico Media calculado en todas las muestras posibles de tamafio n. Obsérvese que ambas distri-
buciones (la poblacional y la muestral) tienen la misma media pero la distribucion muestral tiene una
variabilidad muy inferior a la variabilidad de la distribucion poblacional.

tra. Por otro lado, si asumimos que la mayoria de las variables que se utilizan
en las ciencias sociales no se alejan en exceso de la distribucién normal, vamos
a considerar que una muestra es grande a partir de n > 30.

Cuando realizamos inferencia estadistica sobre la media aritmética, siempre ha
de cumplirse al menos una de las dos condiciones descritas, pero procederemos
de forma diferente en funcion de si la varianza poblacional es conocida o descono-
cida.

1. Asipues, si conocemos la desviacion tipica poblacional 5, y podemos asumir
gue la variable en la poblacidon se distribuye normalmente, o bien n > 30,
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entonces consideramos que la distribucion muestral del estadistico media es
también normal, cuya media y desviacion tipica (o error tipico de la media)
son, respectivamente:

Ly =H

=7

Obsérvese que para diferenciar los pardmetros poblacionales (i y o) de los para-
metros de la distribucién muestral de la media (uy y 6y ) hemos incluido en esta
ultima un subindice que sefiala el estadistico sobre el que se ha calculado la distri-
bucion muestral.

Obviamente, si tipificamos el valor del estadistico media Y que se distribuye nor-
malmente, obtenemos la variable Z:

cuya distribuciéon sera normal, N(0,1), lo cual permite conocer mediante las tablas
de la curva normal la probabilidad asociada a cada valor del estadistico Y en la dis-
tribucion muestral, o la distancia, en términos probabilisticos, desde la media de
una muestra concreta, Y, a la media de la poblacién p (que coincide con la media
de la distribucién muestral, uy).

2. No obstante, si, como suele ser habitual en la practica investigadora, se des-
conoce la varianza de la variable en la poblacidn, pero podemos asumir que
la distribucién poblacional es normal o bien n > 30, los estudios realizados
por W.S. Gosset al final del siglo xix demostraron que en estas circunstancias
la distribuciéon muestral de la media es una distribucién diferente de la normal,
que se conoce con el nombre de distribucién t de Student (1). Bajo estas con-
diciones Gosset demostré que la variable:

1 Este fue el pseuddnimo que tuvo que utilizar Gosset para poder publicar sus investigaciones sobre
la distribucidn t ya que su contrato laboral con la cervecera Guinness le impedia publicar con su nombre
verdadero.
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sigue el modelo t de Student con n—1 grados de libertad, donde S,_; y S, son, res-
pectivamente, la cuasidesviacion tipica y la desviacion tipica de la muestra, ambas
vistas el curso anterior.

Recuerde el lector que, en la asignatura de Introduccidn al Andlisis de Datos,
se describian las caracteristicas de las distribuciones Zy t, indicando que la dis-
tribucién normal estdndar es simétrica con media 0 y varianza 1 mientras que
la distribucién t de Student es también simétrica con media cero pero varianza
igual a n/(n-2). Es facil deducir, por tanto, que a medida que aumenta el valor
de n, la varianza de la distribucién t se va aproximando a 1, y por tanto, la dis-
tribucién t se ird aproximando a la normal de puntuaciones Z. En las tablas que
manejamos en este curso, podemos consultar valores para distribuciones t de
Student hasta 100 grados de libertad. Podemos comprobar que para dichos gra-
dos de libertad los valores que nos ofrece la tabla son muy parecidos a los de
la curva normal tipificados, por lo que, cuando los grados de libertad sean
superiores a 100, podemos utilizar los valores de la tabla de curva normal
como una aproximacion a los valores de la t de Student.

Veamos un ejemplo:

Ejemplo 1.1: Supongamos que en un determinado Estado la poblacién de
escolares es evaluada sobre conocimientos matemadticos bdsicos. Las puntua-
ciones en la poblacidn se distribuyen normalmente con media pu = 50 y desvia-
cién tipica o = 12. Si de esta poblacidn se extrae una muestra aleatoria de 121
sujetos: écual es la probabilidad de obtener una media de 52 puntos o supe-
rior?; écual es la probabilidad de obtener una media que esté comprendida
entre 48 y 51 puntos?

Partimos de una distribucién poblacional normalmente distribuida con media 50
y desviacidn tipica 12 por lo que la distribucion muestral de la media es también
normal (con media igual a 50 y desviacion tipica igual a: %ﬁ ).
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Bajo estas condiciones, calculamos la puntuacion tipica correspondiente al valor
52, en la distribucion muestral de medias:

z:ﬂzl,&%

i

y de acuerdo a la distribucién normal tipificada, la probabilidad de obtener puntua-
ciones tipicas de 1,83 o superior, o lo que es igual, de obtener una media de 52 pun-
tos o superior es igual a 0,0336. Es decir, es poco probable encontrar de esa pobla-
cién una muestra de 121 elementos y que tenga 52 puntos de media o superior. En

la Figura 1.2(a) se representa el area correspondiente a esta probabilidad.

Figura 1.2(a): Probabilidad de encontrar valo-  Figura 1.2(b): Probabilidad de encontrar valores
res iguales o mayores de 52 en la distribucion comprendidos entre 48 y 51 en la distribucion mues-
muestral de media 50y desviacion tid2d:~/121 . tral de media 50 y desviacion tipica: 12 /\/121.

Para la segunda cuestidén hay que calcular las puntuaciones tipicas correspon-
dientesa 48y 51, y determinar la probabilidad asociada a sus correspondientes valo-
res z.

48-50
7 = e—

i

51-50
7 = e——

Y

=-1,83 =0,92

De acuerdo a la distribucidn normal tipificada la probabilidad, comprendida entre
estas dos puntuaciones que se representan en la Figura 1.2 (b), es:

P(-1,83<7<0,92)=P(2<0,92)-P(Z2<-1,83)=
=0,8212-0,0336=0,7876
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1.3.2. Distribucion muestral de la proporcién

En el dmbito de las Ciencias Sociales es habitual dirigir nuestra atencién a situa-
ciones en las que no estamos interesados en la media de la muestra sino que que-
remos investigar la proporcién de personas que votaran a un determinado partido
politico, que presentan un determinado sintoma, o que, en definitiva, cumplen una
determinada condicién a la que genéricamente llamaremos «éxito». En estas situa-
ciones tenemos que apoyarnos en la distribucion muestral de la proporcion, la cual
se genera con la misma ldgica que la distribucién muestral de la media, con la Unica
diferencia de que al extraer todas las posibles muestras de tamafio n de la poblacién,
el estadistico que se calcula en cada una de ellas es la proporcidn p = x/n donde x es
el nUmero de datos de la muestra que cumplen la condicién designada como «éxito»
y n es el tamafio de la muestra.

Entonces, sillamamos 7 a la proporcién de casos que cumplen una determinada
condicidn en una poblacion de tamafio N y extraemos todas las posibles muestras
aleatorias de tamano n, en la que definimos la variable p = «Proporcién de aciertos»,
la distribucién muestral de la proporcidn es la distribucién de probabilidad del con-
junto de todas las proporciones, p, obtenidas en todas las muestras posibles de
tamano n, extraidas de una poblacidon de tamafo N. La variable aleatoria p, sigue el
modelo de probabilidad binomial, cuya media y desviacidn tipica son, respectiva-
mente:

Como sabemos por los temas ya estudiados en el primer curso, las probabilidades
asociadas a cada valor de p se pueden buscar en las tablas de distribucidon binomial
con parametros ny T.

Por otra parte, la distribucién binomial —igual que la 2, la t de Student o la F de
Snedecor-Fischer— se aproxima a la normal a medida que aumenta el tamafo de la
muestra, y por tanto se puede generar una nueva variable cuya distribucion es la
normal tipificada:
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Ejemplo 1.2: Una escuela de educacion primaria esta compuesta por un 40%
de nifios y un 60% de nifias. Si se elige una muestra aleatoria de 20 alumnos,
écual sera la probabilidad de que haya mas de 9 nifios?

La probabilidad de que en una muestra de 20 alumnos haya mas de 9 nifios, sien-
do la proporcidn de éstos en la poblacion ©t = 0,40, se obtiene recurriendo a la dis-
tribucidn binomial con parametros n = 20 y © = 0,40 la probabilidad pedida es, utili-
zando la expresion de su funcién de distribucién, la siguiente?:

3 (20
P(y>9)=1-P(y< 9):1—2( JO,4OVO,6020_V =1-0,7553=0,2447
y=0\ Y

Y utilizando la distribucién normal, tipificamos la proporcidn de nifios obtenida
en la muestra p =9/20 = 0,45

,_p-m_045-0,40 _ 0,05

Gp \/0,40-0,60 10,1095
20

7

P(Z<0,46)=0,6772
P(Z>0,46)=1-P(2<0,46)=1-0,6772=0,3228

Los resultados obtenidos por los dos procedimientos no coinciden pero la dife-
rencia encontrada va desapareciendo a medida que aumenta el tamafio de la mues-
tra, ya que el ajuste de la distribucidn binomial a la normal con este incremento de
n es mas preciso. Esta diferencia entre la probabilidad calculada mediante la distri-
bucidn discreta binomial (de pardmetros media igual a n-  y varianza igual a n(1—
1)) y la calculada mediante la curva normal se debe a que esta Ultima es continua.
Si en vez de utilizar el punto p = 0,45 correspondiente a 9 éxitos utilizamos el punto
medio entre 9y 10 éxitos (p =9,5/20 = 0,475) y repetimos los pasos anteriores obten-
driamos un valor de 0,2483, bastante cercano al inicial (0,2447). En la Figura 1.3 se
muestra la diferencia entre ambas perspectivas. Parece obvio que la segunda es mas

2 Valor que también podriamos obtener recurriendo a la tabla de la distribucién binomial como se
estudié en el Tema 6 de la asignatura de Introduccion al Andlisis de Datos.
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aproximada, aunque dependa de introducir como aproximacion un valor (y = 9,5)
que no puede producirse jamas en la distribucién binomial ya que ésta exige valores
enteros.

_P-m_0,475-0,40
cp  [0,40-0,60
20

4 =0,68

P(Z<0,68)=0,7517
P(Z>0,68)=1-P(2<0,68)=1-0,7517=0,2483

/\ P(y >9)=0,3228 /\ P(y > 9,5) = 0,2483
0,15 0,15
0,10 0,10
0,05 0,05
5 10 15 20 5 10 15 20
9 9,5

Figura 1.3: Efecto de utilizar y = 9 6 y = 9,5 sobre las probabilidades para calcular la aproximacién
de la normal a la binomial. La curva continua es la curva normal con la misma media y desviacion tipica
que la binomial. Las lineas verticales representan la funcion de probabilidad de la binomial.

1.3.3. Distribucion muestral de la varianza

La varianza es una medida de dispersién que permite determinar la variabilidad
que presentan los datos para la variable objeto de estudio.

Recuérdese la relacion entre la varianza (S?) y la cuasivarianza (S2,):

13
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Por lo que la cuasi-varianza de la muestra se puede calcular a partir de la varian-
za de la muestra:

No obstante, el proceso de construccion de una distribucién muestral de varian-
zas no es tan inmediato como el de la media o el de la proporcién, de modo que
aqui nos limitaremos a describir cual es la variable aleatoria, su distribucidn de pro-
babilidad, sus medias —o valor esperado— asi como su varianza y desviacion tipica.

La variable aleatoria que permite realizar afirmaciones sobre la varianza pobla-
cional se puede generar a partir de la cuasivarianza o la varianza de la muestra:

que se distribuye seguin x2_; (ji-cuadrado con n—1 grados de libertad). Es decir, mien-
tras que en el primer caso de este capitulo calculdbamos como estadistico de cada
muestra, su media (Y), en este caso para cada muestra calculamos el valor de X2,
para el cual necesitamos calcular la varianza (o cuasi-varianza) muestral, asi como
conocer el valor de ¢ en la poblacién. La distribucién de los valores de X2 en todas
las muestras posibles se distribuird segin y2_;. Teniendo en cuenta este modelo de
probabilidad de la variable aleatoria asi definida, su media y desviacion tipica son,
respectivamente:

M2 =n-1

C,2= \2(n=1)

Ejemplo 1.3: Supongamos que la altura (en centimetros) de los recién nacidos
en Méjico se distribuye normalmente con media 48 cm y desviacidn tipica 6
cm, es decir, N(48;6). Si se selecciona una muestra de 25 recién nacidos, écual
es la probabilidad de que la desviacidn tipica de la muestra tome un valor infe-
rior a 4,75 centimetros?

Utilizando la desviacidn tipica de la muestra, el valor de la variable aleatoria es:
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$2  25.4,75?
x2="2”= L2 =15,67
(o] 6

que es un valor de una distribucién ¢ 2 con 24 grados de libertad.

I
10 20 30 40 50
15,66

Si buscamos en la tabla de probabilidades de la distribucion 34, se observa que
el valor 15,6587 que aparece en la tabla (el mas aproximado a nuestro resultado)
deja por debajo una probabilidad de 0,10. Por tanto, la probabilidad de que una
muestra de 25 recién nacidos tenga una desviacion tipica inferior a 4,75 centimetros
(o una varianza inferior a 4,75%) es aproximadamente de 0,10.

1.4. La estadistica inferencial

Como se ha comentado en la introduccidn de este tema, la inferencia estadistica
permite estimar los parametros de una, dos o mas poblaciones a partir de la infor-
macion recogida en las muestras. Esta inferencia o generalizacién de lo particular a
lo general, la vamos a realizar mediante dos procedimientos intimamente relacio-
nados: la estimacion de pardmetros y el contraste de hipdtesis. En ambos casos se
trata de generalizar la informacién obtenida en una muestra a una poblacién. Con
la estimacidn tratamos de conocer el valor de uno o mas pardmetros correspondien-
tes a una variable aleatoria poblacional, Y, a partir de los datos recogidos en una
muestra. De forma alternativa, los procedimientos para el contraste de hipdtesis
(que son los mas utilizados en la experimentacion cientifica en el campo de las cien-
cias sociales y de la salud), nos permiten tomar una decision sobre un valor hipoté-
tico que se formula como pardmetro poblacional. El procedimiento se lleva a cabo
analizando si determinadas caracteristicas que hipotéticamente formulamos para
definir la poblacion pueden ser ciertas a partir de la informacidn proporcionada por
una muestra representativa de la misma.

15
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Los procedimientos de contraste de hipdtesis en los disefios de una, dos o mas
muestras que se veran en este curso se apoyan en el supuesto de que la muestra se
ha seleccionado mediante muestreo aleatorio. Para ello, se tienen que cumplir dos
condiciones: la muestra tiene que seleccionarse por algin procedimiento aleatorio
y, en segundo lugar, todos los elementos de la poblacién tienen la misma probabili-
dad de formar parte de la muestra. De esta forma, una muestra representativa es
una reproduccidn, a escala, de la poblacidon a la que pertenece respecto a la o las
variables que tratamos de estudiar. Por ejemplo si en la poblacidon de estudiantes
de la UNED, el 60% son mujeres y de éstas el 40% tienen cargas laborales frente al
75% en los estudiantes varones, y queremos estudiar cémo las variables sexo y car-
gas laborales influyen en el rendimiento académico es necesario que la muestra
recoja este mismo reparto de proporciones respecto al sexo y las cargas laborales.
De no cumplirse esta condicidn, de los resultados observados en la muestra no se
podrian hacer extrapolaciones validas a la poblacién general.

Aunque la estimacion por intervalos y el contraste de hipétesis se tratan a continua-
cién en epigrafes separados, veremos que son procedimientos complementarios de
forma que los intervalos pueden aplicarse para el contraste de hipdtesis y el contraste
de hipdtesis es una toma de decisidn respecto al parametro poblacional formulado.

1.4.1. Estimacion de parametros. Propiedades de los estimadores

Un estimador es un estadistico calculado en una muestra que se utiliza para esti-
mar un parametro poblacional. Para cada parametro (v.g. la media poblacional) pue-
den existir diferentes estimadores (v.g. la media aritmética, la media cuadratica, la
mediana, la moda). Para que un estimador realice buenas estimaciones del parame-
tro poblacional es preciso que tenga las cuatro propiedades que de forma muy resu-
mida expondremos en las siguientes lineas. Para desvincular las propiedades de los
estimadores de un pardmetro concreto, designaremos de forma genérica con U al
parametro poblacional, con U a su valor estimado y con u a cualquier estadistico de
la muestra que puede utilizarse como estimador. Por ejemplo, 1 es el pardmetro
media poblacional y (i su valor estimado. En este caso concreto, el estimador que
se utiliza para estimar la media poblacional es el estadistico media aritmética de la
muestra, i = Y. Es importante observar que, como hemos sefialado al comienzo,
podriamos haber elegido otros estadisticos muestrales como estimadores del para-
metro media poblacional (v.g., la mediana, por citar algun otro de tendencia central).
La cuestion es ¢écual de los posibles estimadores deberiamos utilizar? Esto dependera
de la bondad de los mismos. Por lo tanto, es preciso saber qué hace que un estadis-
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tico, u, sea un buen estimador del parametro3 U, lo que dependerd de las siguientes
propiedades:

= [nsesgado. Un buen estimador tiene que ser insesgado, lo cual supone que su
valor esperado, E(u) = U. Es decir, la media de su distribucién muestral, .,
debe coincidir con el pardmetro que estima. La media muestral, tal como
hemos visto, es un estimador insesgado de la media poblacional, y lo mismo
ocurre con la proporcién, la cuasi-varianza muestral y otros estadisticos que
veremos a lo largo del curso. Sin embargo, por ejemplo, la varianza muestral
es un estimador sesgado de la varianza poblacional ya que su valor esperado
o media no coincide con la varianza poblacional, es decir: E(Snz) #02, sin embar-
go, como veremos mas adelante, E(S,f_l) =62, por lo que la cuasivarianza mues-
tral es un estimador insesgado de la varianza poblacional. Expresado, pues, de
manera formal diremos que u es un estimador insesgado de U, si su valor
esperado o media coincide con el parametro: 1, = U.

= Eficiencia o precision. Ademas de que un estimador coincida, en promedio,
con su parametro, es bueno que la distribucion del estimador tenga poca varia-
bilidad para que, de esta forma, se aleje poco del pardmetro y en consecuencia
sea mas preciso. Por tanto, entre dos estimadores de un mismo pardmetro, es
mas preciso el que tenga varianza mads pequefia.

= Consistente. Como hemos visto al tratar la distribucion muestral, raramente
coincidirdn los valores que el estimador adopta en muestras concretas con el
parametro, debido a las fluctuaciones del muestreo. Si pensamos en la distri-
bucién muestral de la media es facil observar que al aumentar mds y mas el
tamafio de la muestra el estimador se va aproximando al parametro a la vez
gue su varianza tiende a cero. Con esta idea, decimos que un estimador con-
sistente es aquel que se concentra en un rango cada vez mas estrecho alrede-
dor de su pardmetro a medida que aumenta el tamafio de la muestra. Toman-
do como referencia las dos propiedades anteriores, se puede afirmar que una
de las condiciones que hace consistente un estimador es que tanto su sesgo
como su varianza tiendan a cero a medida que aumenta n.

3 Obsérvese que para denotar que un estadistico concreto es estimador de un pardmetro, lo de-
notamos poniendo el acento circunflejo sobre el parametro a estimar. De esta forma, conceptualmente
no es lo mismo la media como estadistico de una muestra (Y) que la media muestral como estimador

de la media poblacional, es decir, il =Y . Aunque numéricamente valgan lo mismo, en el primer caso
se la considera un simple indice descriptivo mientras que en el segundo se la considera un «represen-
tante» de la media poblacional y, ademas, un buen representante ya que nos sirve para inferir el valor
1 desconocido.
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= Suficiencia. Un estimador es suficiente si al estimar el pardmetro utiliza toda
la informacién de la muestra relacionada con el parametro. La media, la varian-
za y la proporcion son estimadores suficientes de sus respectivos pardmetros,
porque en todos ellos se utiliza la informacién de todos los elementos de la
muestra. No asi la mediana que solo indica cudl es el valor central de la distri-
bucion.

Los estadisticos que hemos estudiado en cursos anteriores, cuando se aplican a
los valores de las muestras que extraemos de la poblacion —y que habitualmente se
representan con letras del alfabeto latino— son los estimadores que podemos utilizar
para estimar los parametros poblacionales —representados con letras del alfabeto
griego— vy los que mejor cumplen con estas condiciones se muestran en la Tabla 1,
de tal forma que en cada linea aparece el mejor estimador muestral de cada para-
metro:

Estadisticos de la muestra Parametros en la poblacion

Media: Y Media:
Cuasi-varianza: S2_; Varianza: 2
Proporcion: p Proporcion:

Correlacion: r,,

” Correlacion: p,,,

Ecuacién de regresion: Y' = B, + B X Ecuacion de regresion: Y' =B, + X

Tabla 1.1: Estadisticos (muestra) y pardmetros (poblacion).

Considerando estas propiedades que deben tener los (buenos) estimadores, la
estimacion de parametros se realiza siguiendo dos procedimientos: la estimacion
puntual y la estimacién por intervalos.

La estimacion puntual consiste en utilizar el valor del estadistico calculado en la
muestra como valor del pardmetro que se desea estimar. Mediante este método se
utiliza el estadistico obtenido en la muestra y se atribuye tal cual como parametro
de la poblacion.

Sin embargo es poco probable que el valor del estadistico calculado en la muestra
concreta coincida exactamente con el verdadero valor del pardmetro y por ello es
mas interesante construir alrededor del estadistico de la muestra un intervalo, defi-
nido por su limite inferior y superior, que tenga en cuenta la precision del estimador
(su error tipico) de forma que nos asegure, con una cierta probabilidad que el ver-
dadero valor del parametro se encuentra en esa franja de valores. A este método se
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le conoce como el célculo de los intervalos de confianza en el ambito de la estadis-
tica inferencial.

Por ejemplo, suponga que deseamos conocer el tiempo medio semanal que los
estudiantes de psicologia de la UNED dedican al estudio de una determinada asig-
natura. Mediante una encuesta realizada a una muestra representativa se obtiene
una media de 6 h/semanales. Este valor seria la estimacion puntual para la media
de todos los estudiantes. En otro caso, y mediante procedimientos que veremos mas
adelante podremos determinar que el tiempo medio que dedican los estudiantes al
estudio es un valor comprendido entre 4,7 h/semanales y 7,3 h/semanales con una
probabilidad del 95%. Para llegar a estos resultados habremos utilizado los datos
obtenidos en la muestra que ha sido encuestada y del conocimiento de las distribu-
ciones muestrales de los estadisticos, con el doble objetivo tanto de asignar un valor
del estadistico en la muestra que extraemos de la poblacién, como estimacién pun-
tual de su parametro, como para la estimacién por intervalos.

1.4.1.1. Intervalo de confianza para la media

Para el célculo del intervalo de confianza de la media hay que considerar las cir-
cunstancias bajo las cuales la distribucién muestral de la media es una distribucion
normal o una distribucién t de Student con n—1 grados de libertad. El cdlculo del
intervalo de confianza de la media aritmética (recordamos que siempre tiene que
cumplirse, al menos, una de las siguientes condiciones: distribucién normal en la
poblacién, o bien, n > 30) se realiza a partir de su estimador insesgado (la media
muestral) sumando y restando a la media de la muestra una cantidad que recibe el
nombre de error maximo de estimacion, E,,,. Para ilustrar el procedimiento nos
apoyaremos en las siguientes tres situaciones:

1. Varianza poblacional conocida 2. En estas circunstancias sabemos que la dis-
tribucién muestral de la media es normal con media L, y desviacién tipica (o
error tipico de la media) igual a la desviacidn tipica poblacional dividida por
la raiz cuadrada de n:

o

Se trata, por tanto, de determinar dos valores que definen un intervalo dentro
del cual estimamos que se encontrard la media poblacional, i, con una determinada
probabilidad, que representamos por 1-a, que se denomina nivel de confianza.
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Teniendo en cuenta las propiedades de la distribucién normal si, por ejemplo, fijamos
un nivel de confianza del 1-a = 0,95 o del 95%, sabemos que entre los valores Z = —
1,96 y Z=+1,96 a izquierda y derecha de la media de la distribucion muestral,uy =p,
se encuentran el 95% de las medias de cualquier muestra, como se muestra en la Figura
1.4, expresadas en puntuaciones tipicas Z.

o/2 = 0,025 o/2 =0,025

T oM@ e N RO RN e 0 N9 T
TEYYF/ TTeS S~ N
Z=-1,96 Z=+1,96

Figura 1.4: Distribucién muestral de medias con intervalo del 95% alrededor del valor esperado.

Es decir, en 95 de cada 100 muestras la media de la muestra, se encontrard com-
prendida entre las puntuaciones tipicas: z=-1,96 y z=+1,96, de acuerdo a la siguien-
te expresion:

Pl —1,96< X <1196 |=0,95
oy

Siendo oy la desviacion tipica de la distribucion muestral de la media o error tipi-
co de la media, cuya expresion es:

Nuestro interés se centra en estimar el parametro poblacional, i, a partir del
estadistico de la muestra, Y, que es un valor conocido. Para ello, de la expresion
anterior tendriamos que despejar el valor de 1, y llegariamos a:
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P(Y -1,960y <p<Y+1,960y )=0,95

Obsérvese que el intervalo de confianza se construye sumando y restando a la
media de la muestra una cantidad que define el error maximo de estimacién con
un nivel de confianza del 95%, en este caso, y que representa la maxima diferencia
gue puede existir entre el estimador y el pardmetro a estimar, en el caso de la media
aritmética la diferencia entre: )7—;,t ,

(&)
Emaxzzl_% 07221_%ﬁ

A modo de resumen, en la Figura 1.5 se representa la distribucion de probabilidad
de las medias obtenidas al extraer todas las posibles muestras de tamafio n que se
pueden extraer de una poblacion. De todas estas muestras, en el 95% de ellas su
media se encontrard dentro de la zona central y sélo un 5% estaran fuera de ese
zona. Por lo tanto, partiendo de la media de una muestra que se encuentre dentro
de la zona central —aunque no necesariamente coincidiendo con la media poblacio-
nal, 1L, ya que varia de una muestra a otra— construimos un intervalo con la misma
amplitud que tendrd una probabilidad del 95% de contener la media poblacional. Si
partimos de la media de una muestra que se encuentra en la zona sombreada —fuera
de la zona central del 95%— el intervalo de confianza que construyamos sobre ella
no podra incluir entre sus valores a la media de la poblacién. Esto ultimo suceder3,
en promedio, en 5 de cada 100 muestras que extraigamos de la poblacién.

o/2 = 0,025 oa/2 = 0,025

\\\\\\\\\\\\\\\HHI\HHHHHHHHH

E(Y)

Y

<l

¥=-1,96->

Jn v

=+1,96

$a

Figura 1.5: intervalo de confianza de la media con un NC del 95%.

21



Il Disefios de investigacién y andlisis de datos

2. Varianza poblacional desconocida. En la practica estadistica no es frecuente
gue se conozca la varianza poblacional. Lo habitual es desconocer tal dato que
tendremos que estimar a partir de la varianza o cuasi-varianza de la muestra
como un estimador de la varianza poblacional. En estas circunstancias la dis-
tribucién muestral de la media es la distribucién t de Student y, por tanto, el
intervalo de confianza para la media poblacional, estimado a partir de la media
de la muestra, Y, y con un nivel de confianza de 1-a. sigue el mismo razona-
miento anterior pero apoyandose en una distribucidn t con n—1 grados de
libertad. De acuerdo con ese mismo razonamiento, el intervalo de confianza
de la media poblacional es:

max —

P(Y —Epox SH<Y +E,, )=1-a

La diferencia ahora es que utilizamos la distribucion t como distribucion muestral
de la media, por lo que el error maximo de estimacion es:

Los valores de t son los que dejan un intervalo central correspondiente a una pro-
babilidad de 1—a.. Puesto que la varianza poblacional es desconocida, hay que esti-
marla a partir de su estimador (sesgado o insesgado) por lo que el error tipico de la
media, es:

S
Eoo =t =l
max - %1 Jn
S
E__ =t L

Segun se utilice la cuasi-desviacidn tipica de la muestra (su estimador insesgado),
en el primer caso, o la desviacidn tipica de la muestra (estimador sesgado) en el
segundo caso.
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Ejemplo 1.4: En un experimento sobre atencion, un psicélogo presenta duran-
te 300 mseg un grupo de 16 letras del alfabeto (con una disposicién de 4 filas y
4 columnas). Cada uno de los 12 sujetos que participan en el experimento debe
verbalizar tantas letras como recuerde de cada presentacion estimular. El pro-
medio de letras bien recordadas es de 7 y la desviacion tipica insesgada (cuasi-
desviacion tipica) es de 1,3. Asumiendo que la distribucién en la poblacién es
normal (necesitamos este supuesto, porque la muestra es pequefia). éEntre
qgué limites se encontrara el verdadero promedio de palabras bien recordadas,
con una probabilidad de 0,95?

Se asume que la distribucion poblacional es normal con varianza desconocida, y
la muestra es pequeiia, por lo que la distribucién muestral de la media es la t de Stu-
dent. En la distribucion t de Student con 11 gl, (Figura 1.6a) buscamos los valores
qgue dejan en la zona central una probabilidad de 0,95. Estos valores son —2,201 y
+2,201 que se incluyen en la expresion general:

P(Y —Epoy Spu<Y +Emax)=1—(x

=2,201- 3 =0,826

1,
max = 1——n 1 T \/72
P(7—O,826Sp£ 7+0,826)
P(6,174<n<7,826)=0,95

E

-2,201 H +2,201
6,174 _ 7,826
—y —

li Ls

Figura 1.6a: intervalo de confianza de la
media en la distribucion t.

3. Varianza poblacional desconocida (n > 100). En este caso, en teoria seguimos
trabajando con una distribucion t de Student con n—1 grados de libertad, pero
conociendo las propiedades de esta distribucidén, sabemos que cuanto mayor
sea el valor de los grados de libertad, mas se aproxima la distribucién t a la
distribuciéon normal. En las tablas que manejamos, podemos consultar valores
en distribuciones t hasta cien grados de libertad. Para valores superiores a
dichos grados de libertad podemos considerar que las diferencias entre los
valores Zy t son practicamente despreciables, por lo que utilizaremos los valo-
res Z de las tablas de curva normal, en sustitucién de los valores t, cuando las
muestras tengan un tamafio de n > 100.
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Ejemplo 1.5: En un experimento sobre atencion, un psicélogo presenta duran-
te 300 mseg un grupo de 16 letras del alfabeto (con una disposicién de 4 filas y
4 columnas). Cada uno de los 122 sujetos que participan en el experimento
debe verbalizar tantas letras como recuerde de cada presentacion estimular. El
promedio de letras bien recordadas es de 7 y la desviacidn tipica es de 1,3.
¢Entre qué limites se encontrara el verdadero promedio de palabras bien recor-
dadas, con una probabilidad de 0,95?

Aungue se trata de una distribucion t, (Figura 1.6 b) buscamos los valores que
dejan en la zona central una probabilidad de 0,95 en la tabla Z, porque n > 100. Estos
valores son —1,96 y +1,96 que se incluyen en la expresion general:

P(Y-E

E .=t - —L—=1,96-

1201 n—1 V122-1
P(7-0,232<pu<7+0,232)=0,95
P(6,768<1<7,232)=0,95

max

Figura 1.6b: intervalo de confianza de la
media en la distribucion t.

La interpretacién correcta del intervalo de confianza es que dentro de él se encon-
trard, o no, el verdadero valor del pardmetro, pero nos permite afirmar que si repi-
tiésemos el proceso con muchas muestras del mismo tipo y tamafio, en una propor-
cién igual a (1-a) los intervalos asi construidos contendran al verdadero valor del
parametro (promedio de palabras recordadas en la poblacidn). Y esta interpretacion
es la que hay que mantener para todo intervalo de confianza de cualquier otro para-
metro poblacional que vayamos a estimar, no cayendo en el error de interpretarlo
en el sentido de que una proporcion de personas igual a (1-a) —en este ejemplo, el
95% de las personas— tienen un promedio de palabras recordadas comprendido
entre 6,768y 7,232.
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1.4.1.2. Intervalo de confianza para la proporcion

Sabemos que la distribucién muestral de la proporcién es una distribucién bino-
mial que se aproxima a la normal cuando se utilizan muestras grandes. Bajo estas
condiciones, la distribucion muestral de la proporcion es normal con media y error
tipico iguales a:

Cuando la proporcion poblacional, , es un valor desconocido hay que estimarlo
a partir de su estimador insesgado, la proporcién muestral, p, y el error tipico de la
distribucidn muestral de la proporcién queda de la siguiente forma:

Teniendo en cuenta las propiedades de la distribucién normal, si fijamos un nivel
de confianza del 1-a y siguiendo el mismo razonamiento utilizado para el caso de
la media, llegariamos a la siguiente expresion:

P(p—Epox STSp+E

max —

max):]'_a

Siendo el error maximo de estimacion:

p(l-p
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Ejemplo 1.6: Para dejar constancia real de las preferencias de los padres sobre
la lengua vehicular en la que prefieren que se eduque a sus hijos, una determi-
nada asociacion de padres realiza una encuesta sobre una muestra de 800 fami-
lias residentes en una determinada autonomia bilingtie, encontrando que 280
familias son partidarios de que todas de las asignaturas se ensefien en Caste-
llano. Con un nivel de confianza del 95% ¢éentre que valores se encontrara la
proporcion de padres que en esa Comunidad son partidarios de que todas las
asignaturas se impartan en Castellano?

La proporcion de familias partidarias de la ensefanza en Castellano obtenida en
la muestra es p = 280/800 = 0,35. Al tratarse de una muestra grande, la distribucion
binomial se aproxima a la normal. Buscamos en la tabla de la distribucion normal
los valores Z que dejan una probabilidad central del 95% y son —1,96 y +1,96 (Figura
1.7) y aplicamos la siguiente expresién para calcular el error maximo de estimacién:

max max
/ /0 35-0,65
ax =21 (V =1,96 =0,033

P(0,35-0,033<1<0,35+0,033)=P(0,317<71<0,383)=0,95

T
=
-1,96 * +1,96
Lis=0,317 Ly = 0,383

Figura 1.7: intervalo de confianza de la proporcién sobre una distribucién normal.
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En consecuencia, podemos decir que la proporcion poblacional, &, es un valor
comprendido entre 0,317 (31,7%) y 0,383 (38,3%) con una probabilidad, o nivel de
confianza, del 95% (Figura 1.7):

P (0,317 <7 <0,383) = 0,95

1.4.1.3. Intervalo de confianza para la varianza

Cuando tratamos la distribucién muestral de la varianza vimos que la varia-

_ (n—-1)s? Sy ,
ble aleatoria w = n_Z,, se distribuia segin 2 con n—1 g.I. La Figura 1.8 es una
c c

representacion genérica de esta distribucion en la que se indica la probabilidad de
gue un valor de esa variable aleatoria, tomado al azar, se encuentre entre los dos
valores que delimitan la zona mas clara, que vale 1-a..

a2 a2

0

2 2
X%,n—l Xl—%,n—l
Figura 1.8: Distribucién y? con n—1 grados de libertad.

Entonces, si fijamos dos valores: xé/ yxi_(y de la distribucion de probabilidad
2 2

de , detalforma que la probabilidad, p, de que un valor tomado al azar de la va-

. _ nS? .
riable aleatoria, —,, Se encuentre en la zona delimitada entre estos dos valores
o

(zona clara de la figura) sea igual a un valor que representamos por 1-a. y que repre-
senta el nivel de confianza. Escrito de otra forma:
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2
n < 2 —1_
2 - X1—(7/;n—1 1-o

X‘%‘/;n—l =

Para obtener el intervalo de confianza de la varianza hay que despejar de la expre-
sién anterior el valor de la varianza poblacional. Vedmoslo paso a paso. Primera-
mente al pasar a los lados de la desigualdad el valor de nS? tendriamos:

Q 1 Xla,l
/n <i —zn:]_—(x

62 2
nS,, ns,

y a continuacién con el fin de aislar la varianza poblacional, 52, tenemos que invertir
los miembros de la desigualdad lo que conlleva que varie el sentido de la misma y
tenemos:

2 2
nS nS
p 2_n262>_n =1-q
X%;n—l Xq_ ~%/n-1

y ordenando esta desigualdad de menor a mayor, llegamos a la expresién del inter-
valo de confianza de la varianza poblacional:

NG | E— L
2 =Y =3
Xl—% in—1 XO/ in—1

Es decir que los limites del intervalo de confianza para la varianza poblacional
son:

2 2
/ nS,, y nS,
inf — » 'sup 2
a,
1 2,n -1 2,n -1

Con las pertinentes modificaciones, se puede usar también la varianza insesgada
(cuasi-varianza) siendo en este caso los limites inferior y superior los siguientes:
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P G | 7
inf — ) »isup T 9
Xl—(y;n—l Xo 5in—1

Cuando el tamafio de la muestra estd por encima de 100 sujetos, la distribucidn
muestral de la varianza (distribucién chi-cuadrado) se puede aproximar a la normal
que al ser una distribucion simétrica respecto a su media permite obtener los limites
del intervalo de confianza, sumando y restando al estimador, el error maximo de
estimacion, que para un nivel de confianza determinado es el siguiente:

P(S = Emox <0° <57 +Epgy ) =1-ar

_ 2 |2

Donde S se refiere indistintamente a S?0 S2_;.

Ejemplo 1.7: Un grupo de 30 alumnos de ensefianza secundaria seleccionados
al azar en una determinada Comunidad realizan un test de comprensién verbal
de su lengua auténoma. Las puntuaciones obtenidas se distribuyen normal-
mente con media 120 y varianza 36. Con una probabilidad de 0,90, éentre que
valores se encontrara la varianza en comprension verbal de todos los alumnos
de secundaria de esa Comunidad?

Buscamos en la tabla de la distribucion chi-cuadrado y con n—1 = 29 grados de
libertad, los dos valores de la variable chi-cuadrado que dejan una probabilidad de
0,90 central. Estos valores son 17,708 y 42,557 tal y como se representan en la Figura
1.9.
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17,71 42,56

Figura 1.9: Distribucidn chi-cuadrado con 29 g.l y valores que delimitan una probabilidad de 0,90
central

s? 30-36 s> 30-36
fy = el = =25,38; /,,,, = = = =60,99
2 42,557 2 17,708
1-%%;n-1 %5in—

Al mismo resultado llegariamos utilizando la cuasi-varianza de la muestra. En este
ejemplo, la varianza es 36 por lo que la cuasi-varianza vale:

S 30-36
§2, =0 20D 3794
n-1 29

Y los limites son:

_(n—-1)S2, 29-37,24
nf — > -
1-¢

=25 38: / _(n_l)srz,_]_ _2937,24_
42,557 T Tsup 2 17,708

n—1 Xo,

I

I

60,99

2 2

1.4.2. Amplitud del intervalo de confianza y su relacion con el
tamaiio muestral

La amplitud de un intervalo de confianza depende de dos factores: el nivel de
confianza y el error tipico de la distribucidon muestral del estadistico. Este segundo
factor esta en proporcion inversa al tamafio de la muestra, de tal forma que cuanto
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mayor es el tamafio de la muestra, menor es el error tipico del estadistico. Esta rela-
cion es fundamental, pues permite dar al intervalo de confianza el grado de precisidon
que se desee.

Para que el lector vea el proceso, vamos a ejemplificarlo con la media. El error
Sn—l
N
y para obtener el error maximo de estimacién se multiplica por el valor de la distri-
bucidn t de Student (o la Z de la distribucién normal, segun la situacién) correspon-
diente al nivel de confianza que se haya estipulado. Es decir, la distancia desde la
media muestral a cualquiera de los limites, que vamos a llamar error maximo de
estimacion y lo designamos con £, es:

tipico de este estimador, cuando se desconoce la varianza poblacional, es:

E .. =t

max 1_(12’,7_1 \/;

Si despejamos el tamano de la muestra, n, y lo ponemos en funcién del resto de
elementos el resultado es:

Siguiendo un razonamiento similar, en el Cuadro 1.1 se resume el calculo del
tamafo de la muestra para los tres estadisticos bdsicos: media, varianza y proporcién
en funcion del nivel de confianza y del error maximo de estimacion, E, que se quiera
fijar.

Cuadro 1.1: Calculo del tamafio de la muestra en funcién de la precisidn de la estimacion.

2
. . . 20/
Varianza poblacional conocida n=o2 2
2
E
. ma.
Media X
+2
. . . -0/ n—
Varianza poblacional desconocida =52 L-Gpin1
n n-1 2
max
2
Z
= —Q
Varianza (n > 100) n=25* A %
2
Emax
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2

z
Proporcién n=p(l-p) %
2

max

En definitiva, las férmulas del Cuadro 1.1 permiten al investigador calcular el
tamafio de la muestra en funcion del error maximo, E, que esté dispuesto a admitir
y del nivel de confianza (1-a) adoptado.

Veamos la aplicacidn con un sencillo ejemplo:

Ejemplo 1.8: Se desea calcular el tamafio de la muestra que se requiere utilizar
en una encuesta electoral de manera que la precisidn en la proporcién de voto
estimada, o error maximo de estimacién, con un nivel de confianza del 95%,
sea de + 0,02.

Situandonos en la situacion mas desfavorable respecto del error tipico de la pro-
porcién?, se tiene que: p =1 —p =0,5. De acuerdo con esto, tendremos:

1,962

n=0,5-0,5- 5 =2401
0,02

Con este niumero de sujetos, el investigador se asegura que la amplitud del inter-
valo de confianza sera 0,04 (cuatro puntos porcentuales) con un nivel de confianza
del 95%.

Podemos comprobar, que si el investigador quisiera trabajar con una precision
en la estimacion igual a: E,,,,, = £0,01, entonces el tamafio de la muestra pasaria a
ser de 9604 sujetos.

1.4.3. Contraste de hipétesis

Una hipdtesis estadistica es una conjetura que se formula sobre una poblaciény
gue puede someterse a prueba, o contrastacion empirica, a partir de la informacion
proporcionada por una muestra representativa de esa poblacion. Una vez que la

4 Si observa la formula del error tipico de la distribucién muestral de la proporcién deducira que
alcanzard su valor maximo cuando p =g =0,5
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hipdtesis se ha contrastado con los datos de la muestra es el momento de tomar
alguna decisidn respecto a su resultado. El contraste de hipdtesis es, pues, una parte
esencial del método cientifico.

En general, siempre se parte de algun interrogante que se plantea en el ambito
de una investigacion, a la luz de un determinado marco tedrico, y deberia formularse
de una manera sencilla y clara: évotan las mujeres en mayor proporcién a partidos
de centro izquierda que a los de centro derecha?; en el proceso de trabajo manual
ées mas eficaz verbalizar las acciones durante la tarea que hacerlas en silencio?; ées
mas eficaz una terapia A que otra B para el tratamiento de la fobia de los nifios a
montar en ascensores?; ¢los salarios de hombres y mujeres son iguales por un mis-
mo trabajo?

Una vez planteada la cuestion, hay que buscar una solucién que adopte la forma
de afirmacion empiricamente verificable, es decir, debemos ser capaces de operati-
vizar nuestras preguntas para que tengan entidad de hipdtesis cientificas. La mejor
manera de hacerlo es plantearla en términos estadisticos; esto significa que las afir-
maciones que se realicen estén relacionadas de alguna manera con una o mas dis-
tribuciones de probabilidad. Por ejemplo, el salto entre una hipétesis cientifica como
«¢los salarios de hombres y mujeres son iguales por un mismo trabajo?», se puede
sustanciar como hipodtesis estadistica preguntando: «¢Es igual la media de salario de
hombres y mujeres para un mismo trabajo?»; o también se podria preguntar en tér-
minos de otro estadistico tal como la Mediana, o en términos de una funcién de dis-
tribucion. Es decir, una hipétesis cientifica se pueden plantear con diferentes hipé-
tesis estadisticas, las cuales, al contrastarse dan respuesta a dicha hipdtesis cientifica.

Las hipdtesis estadisticas planteadas para dar respuesta a la hipdtesis cientifica
son: la hipdtesis nula y la hipdtesis alternativa. La hipdtesis nula se representa por
Hg, y puede contener afirmaciones como las siguientes:

_ Hipotesis estadistica. Hipotesis Nula

La media de salario de hombres y

mujeres para un mismo trabajo son Ho: Wtiombres = Mmujeres
iguales.
La proporcion de mujeres que votan a Homt =06
partidos de centro-izquierda es del 60%. o !
La varianza, respecto a un valor previo

DU p Hy: 62212

establecido, es al menos de 12 puntos
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_ Hipotesis estadistica. Hipotesis Nula

Las puntuaciones de un test de

razonamiento numérico tienen Hy: la variable Y tiene distribucion
distribuciéon normal con media 50 y normal N(50,5)
desviacion tipica 5.

En general, la hipdtesis nula afirma que no existe diferencia entre el valor del
estadistico obtenido en la muestra y el que formulamos como parametro poblacional
o, en otras palabras, que la diferencia observada entre estos dos valores es nula.
Como la realidad es que estos valores casi nunca van a coincidir, lo que estamos afir-
mando es que la diferencia observada puede explicarse como resultado del azar. De
otra forma, si se repitiese la investigacion un nimero suficiente de veces con dife-
rentes muestras del mismo tipo y tamano extraidas aleatoriamente de la misma
poblacidn, las diferencias observadas entre el estadistico calculado con los datos
muestrales y el valor formulado en la hipdtesis nula como parametro poblacional,
serian unas veces grandes, otras pequefias, unas positivas, otras negativas, pero en
conjunto tenderian a neutralizarse para finalmente ser cero.

Para cada hipdtesis nula planteada, es preciso plantear otra, denominada hipé-
tesis alternativa, representada por Hy, y que es la negacidn de la hipdtesis nula, de
tal forma que si la hipdtesis nula es falsa la hipdtesis alternativa tiene que ser ver-
dadera o viceversa. Por tanto, estas dos hipdtesis tienen que ser exhaustivas y
mutuamente excluyentes. Para el conjunto de hipdtesis nulas anteriores, las alter-
nativas serian:

Hipotesis estadistica.

Hipotesis Alternativa

La media de salario de hombres y
mujeres para un mismo trabajo NO Hy: WHombres & MMujeres
son iguales.

La proporcion de mujeres que votan a
partidos de centro-izquierda NO es del H;:m#0,6
60%.

La varianza respecto al valor anterior

. Hy:62<12
establecido es menor de 12 puntos 1o
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Hipétesis estadistica.

Hipétesis Alternativa

Las puntuaciones de un test de

razonamiento numérico NO tienen H,: la variable Y NO tiene distribucion
distribucion normal con media 50 y normal N(50,5)
desviacion tipica 5.

Dependiendo de cdmo esté formulada la hipdtesis nula se marca la direcciéon del
contraste. Si, por ejemplo, la Hy esta planteada como igualdad de las medias de hom-
bres y mujeres, mientras que la alternativa es simplemente su negacién (las medias
no son iguales) se dice que es un contraste bilateral porque H; admite que la diferencia
pueda ser favorable a los hombres (un extremo de las posibles puntuaciones con res-
pecto a laigualdad) o a las mujeres (el extremo contrario) Si, por el contrario, conoce-
mos la direccién en que H, puede ser falsa, como por ejemplo en la hipétesis Hy: 62 >
12, o, en general, cuando en la investigacion se plantea que un método de aprendizaje,
un farmaco, un determinado proceso industrial, etc. tiene efecto positivo (o negativo)
sobre lo que estamos estudiando, entonces tenemos un contraste unilateral en la
medida en que indicamos la direccion esperada segin H; de ese efecto. Igualmente
en estos casos, para una hipodtesis alternativa «El método A, favorece el aprendizaje»,
la hipétesis nula, su negacidn, seria: «El método A no favorece el aprendizaje».

En cualquier caso las hipdtesis nula y alternativa son exhaustivas y mutuamente
excluyentes, de tal forma que la negacion de una conlleva la confirmacion de la otra.

Una vez que se ha planteado la hipétesis, es preciso definir lo que se conoce
como medida de la discrepancia y que, en general, cuando se trata de hacer con-
trastes sobre parametros poblacionales, es una medida estandarizada dentro de
alguna distribucion de probabilidad, a semejanza de las vistas en los epigrafes de
distribuciones muestrales. La medida de discrepancia no depende de las unidades
en que esté medida la variable y su formulacién habitual es:

. valor del estadistico valor del parametro
Estadistico de contraste -
en la muestra planteado en H,

0 = — —
) ) desviacion tipica de la distribucion
discrepancia e
muestral del estadistico

Ademas de definir la discrepancia es preciso considerar qué cantidad de ésta con-
sideramos admisible para que la discrepancia observada no sea atribuible al azar. Es
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decir, debemos determinar, a priori, cual serd la diferencia maxima entre el estima-
dory el pardmetro que estamos dispuestos a considerar compatible con la Hy, y esta
decision dependera tanto de la distribucion de probabilidad de la medida de discre-
pancia como de la direccién del contraste, como del riesgo que estamos dispuestos
a asumir.

Como veremos en proximos apartados, este valor de la discrepancia se establece,
también, en términos de probabilidad de obtener una diferencia entre el estadistico
obtenido en la muestra y el pardmetro formulado en la hipdtesis igual o mayor que
la observada. Esta probabilidad es la que se conoce como nivel critico p, y en la
mayor parte de las investigaciones se rechazara H, si este valor es menor de 0,05 o
0,01.

1.4.3.1. Metodologia clasica del contraste de hipétesis

La metodologia del contraste es fruto de los trabajos de Fisher, Neyman y Pearson
y su légica recuerda a la de un juicio en un estado de derecho, en el cual el acusado
siempre es inocente (la hipdtesis nula) hasta que las pruebas no demuestren lo con-
trario (la hipdtesis alternativa). En los contrastes de hipodtesis las pruebas son las evi-
dencias recogidas en los datos muestrales provenientes de una investigacién bien
disefiada® y se parte de que la hipétesis nula es verdadera (presuncién de inocencia).
Silos datos aportan resultados significativamente diferentes de los planteados en la
hipétesis nula, ésta es rechazada, y en caso contrario, no podremos hacerlo por no
tener evidencias contra ella, de modo que la mantendremos como provisionalmente
verdadera hasta que se encuentren nuevas evidencias.

Los procedimientos para el célculo de intervalos de confianza —y buena parte de
los contrastes de hipdtesis que veremos en los siguientes temas— se basan en una
serie de supuestos (v.g., que la muestra procede de una poblacién de puntuaciones
gue se distribuyen segln una funcién de distribucién poblacional conocida, como la
curva normal, o sobre el nivel de medida de la variable, etc). Estos procedimientos y
otros que no se han presentado todavia (ANOVA, regresion multiple, etc.), se englo-
ban en lo que se conoce como «métodos paramétricos» cuya denominacidn procede
de la busqueda de los parametros subyacentes a unos datos asumiendo que éstos
se distribuyen segun una funcion de distribucion poblacional concreta. Todos las
pruebas paramétricos asumen una determinada forma (normal, binomial, F, etc.)

5 Tratado en la asignatura de Fundamentos de Investigacion.
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para la distribucion poblacional de los datos observados en la muestra. Pero a veces
nos encontramos con situaciones en las que no podemos asumir los supuestos sub-
yacentes a las pruebas paramétricas y necesitamos procedimientos cuya validez no
dependa de esos supuestos. En este caso se nos hace necesario acudir a otro con-
junto de técnicas que no exijan estos supuestos tan restrictivos. Por contraposicidon
a los anteriores métodos, se los conoce como «métodos no paramétricos». Los con-
trastes de hipdtesis no paramétricos se utilizan cuando no se cumplen los supuestos
necesarios para realizar un contraste paramétrico, por ejemplo, cuando la variable
dependiente no alcanza un nivel de medida de intervalo o razén, cuando la muestra
es pequefia y no conocemos la forma de la distribucién poblacional, etc.

Teniendo en consideracidn esta primera distincion entre las pruebas paramétricas
y no paramétricas que se aplicaran en todo contraste, las etapas de un contraste de
hipétesis las vamos a resumir en los siguientes puntos:

1. Condiciones de la investigacion y supuestos que cumplen los datos obser-
vados. A lo largo de este curso veremos que al diseiiar cualquier investigacion
se puede trabajar con una, dos, tres 0 mas muestras, las cuales pueden ser
independientes o relacionadas, en las que se recoge informaciéon sobre una o
mas variables medidas con la misma o con diferentes escalas de medida
(nominal, ordinal, de intervalo o de razdn). Por otra parte, estos datos pueden
provenir de poblaciones en las que la variable de estudio tiene una distribu-
cion de probabilidad conocida o desconocida. Todas estas caracteristicas tanto
del disefio como de los datos condicionan tanto la hipdtesis que se puede
someter a contrastacién empirica como el procedimiento de analisis de datos
mas adecuado para someter a contrastacién empirica la hipdtesis.

2. Formulacion de la hipétesis nula y de la alternativa. Conforme al contexto
de la investigacion se formulan las hipdtesis nula y alternativa, de las cuales
se deriva un contraste bilateral o unilateral en funcién de sus objetivos. Por
lo general la hipdtesis cientifica, dirigida a encontrar resultados significativos,
es la hipdtesis alternativa que se aceptara como verdadera si la investigacion
aporta evidencias contra la hipétesis nula que es la que se somete a contras-
tacidon empirica.

3. Estadistico de contraste. Representa una medida de la discrepancia entre la
informacion proporcionada por los datos empiricos recogidos en la muestra
y la proposicidn tedrica planteada en la hipdtesis nula. Esta medida es una
variable aleatoria con una determinada distribucién de probabilidad (normal,
t, chi-cuadrado, etc.) que va a aportar informacidon empirica sobre la afirma-
cion formulada en H,,.
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4. Regla de decision. Una vez calculado el estadistico de contraste o discrepancia
entre los datos empiricos observados en la muestra y los datos tedricos que
planteamos en la hipétesis nula queda tomar una decision respecto al rechazo
o no de la hipétesis nula. Para ello, el investigador establece previamente el
nivel de significaciéon, a.. Segun Fisher, el nivel de significacion, a, representa
el maximo riesgo que el investigador estd dispuesto a cometer al tomar la
decision errénea de rechazar una hipdtesis nula verdadera. Por tanto, a la luz
de sus resultados y del estadistico de contraste, el investigador calcula la pro-
babilidad de obtener unos resultados como los observados en la muestra o
mas extremos. Esta probabilidad recibe el nombre de nivel critico p. Si el nivel
critico p es muy pequefio en comparacién con el nivel de significacion, a,
rechazamos la H,y en caso contrario la mantenemos.

El nivel de significacidon que suele utilizarse en la mayoria de las investigaciones
es del 0,05, aunque en investigaciones mas rigurosas se trabaja con un nivel de sig-
nificacion de 0,01. En cualquiera de los casos, se rechazaria la hipdtesis nula siempre
gue la probabilidad de explicar los resultados obtenidos en relacion a la hipdtesis
nula sea menor que el nivel de significacién.

Otra alternativa a la hora de tomar la decisidn de rechazar o no la hipdtesis nula
consiste en fijar el nivel de significacidn o, por lo que automaticamente se fija el valor
o valores criticos de la distribucion muestral que marcaran la maxima diferencia que
podemos admitir, por simple azar, entre el valor tedrico planteado en H, y el valor
obtenido en la muestra. Este valor, o valores criticos, definen —en la distribucion mues-
tral del estadistico de contraste— los limites entre la zona de rechazo o no de la H,,.

La zona de rechazo depende del nivel de significacion, o, y es el area de la distri-
bucién muestral que corresponde a un valor de la discrepancia tan alejado de H,
que la probabilidad de que se produzca es muy baja, si efectivamente H, es verda-
dera. En otras palabras, es aquella zona de la distribucidn muestral constituida por
el conjunto de muestras para las cuales se rechaza la hipotesis nula Hy.

La region de no rechazo, complementaria a la anterior, depende del nivel de con-
fianza, 1-a, y es el drea de la distribucién muestral que corresponde a valores peque-
fios de la discrepancia tan poco alejados del valor formulado en la Hy que la proba-
bilidad de que se produzca es alta si efectivamente la H, es verdadera, por lo que
no representa evidencia suficiente para rechazarla. En otras palabras, es aquella
zona de la distribucidn muestral constituida por el conjunto de muestras para las
cuales se mantiene la hipdtesis nula Hj,.

Por tanto, el valor o valores criticos corresponden a la maxima diferencia que cabe
esperar por simple azar entre los datos empiricos obtenidos en la muestra y los datos
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tedricos que formulamos para la poblacidon, de tal forma que si el estadistico de con-
traste se situa en la zona de NO rechazo, podemos concluir que la diferencia observada
no es significativa y se debe a los errores aleatorios por lo que no podemos rechazar la
hipotesis nula con un determinado nivel de confianza.

De forma similar si el estadistico de contraste alcanza la zona de rechazo indicaria
que la diferencia observada entre los datos empiricos y los datos tedricos es muy
poco probable que pueda atribuirse a errores aleatorios y concluimos que la dife-
rencia observada es significativa, lo que nos lleva a rechazar la hipdtesis nula con un
determinado nivel de confianza.

Aunque existen contrastes de hipdtesis, que veremos posteriormente, en los que
siempre se deja todo el nivel de significacion en una parte de la distribucion, en
general y con independencia de la forma de la funcién de distribucion del estadistico
de contraste, si el contraste es bilateral tendremos tres zonas delimitadas por los
dos valores criticos que se sitdan en el eje horizontal de la distribucién muestral
como las esquematizadas en el siguiente grafico:

Region de Rechazo Region de Rechazo

Se rechaza la H Se rechaza la H
( o) Regidén de Aceptacion ( o

(No se puede rechazar la Hy)
1 ]

Valores criticos

Si el contraste es unilateral izquierdo solo tendremos dos zonas, siendo la region
de rechazo la situada en la parte izquierda de la distribucion, como se representa
en el siguiente grafico esquemitico:

Regidn de Rechazo

S haza la H
(Se rechaza la Hy) Regidn de Aceptacidn

(No se puede rechazar la Hy)

Valor critico

De forma similar, si el contraste es unilateral derecho, la regién de rechazo se
situara en la parte derecha de la distribucion muestral como se representa en el
siguiente grafico esquematico:
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Region de Rechazo

S haza la H
Region de Aceptacion (Se rechaz o

(No se puede rechazar la H)

Valor critico

En cualquier caso, ya sea comparando el estadistico de contraste con el valor critico
o comparando el nivel critico p con el nivel de significacion o, la decisidon que se toma
respecto a la Hy es la misma. Puesto que no hay verdades absolutas y siempre existe
un riesgo de error, formalmente la hipdtesis nula NUNCA se acepta, sino que la estra-
tegia de la investigacidn es buscar evidencias para rechazarla.

5. Conclusién. Formulada la hipdtesis nula, que es la que sometemos a contras-
tacidon empirica asumiendo que es provisionalmente verdadera y una vez cal-
culado el estadistico de contraste, se concluye rechazando o no la hipétesis
nula (no hay un punto intermedio’). Si no tenemos evidencia suficiente para
rechazarla, se esta seflalando que la hipdtesis se mantiene porque es compa-
tible con la evidencia muestral (el acusado en el juicio es inocente), y si se
rechaza se quiere significar que la evidencia muestral no avala la hipdtesis (las
pruebas estan en contra del acusado) y por tanto se rechaza.

6. Interpretacion. La conclusion simple y llana en términos de rechazo o no de
la hipdtesis nula tiene su correspondiente interpretacion dentro del contexto
de lainvestigacion y de la hipdtesis y objetivos que el investigador formula en
su trabajo.

Ilustremos este razonamiento con un sencillo ejemplo, similar al que plantea R.A.
Fisher en su libro El Disefio de Experimentos, en el cual referia la afirmacidn de una
dama segun la cual, cuando tomaba el té, podia detectar si se habia vertido antes la
leche o la infusidn en la taza. Para refutar esta «facultad» de la dama podriamos rea-
lizar un contraste con los siguientes datos ficticios.

Ejemplo 1.9: Para contrastar la presunta «habilidad detectora» de la dama se
preparan 16 tazas de té, siguiendo ambos procedimientos: en ocho se vierte
primero la leche, y en otros ocho se vierte primero la infusidn. La presentacién

7 Cuando la medida de discrepancia cae justo en la regién critica de la zona de aceptacién o rechazo,
es dificil tomar una decisién sobre H,. En estas circunstancias se suele coger nueva evidencia y proceder
a un nuevo contraste.
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se realiza al azar y la dama sélo tiene que decir cual ha sido el procedimiento.
Supongamos, por ejemplo, que la dama acierta en 12 ocasiones. ¢Es compatible
este resultado muestral con la afirmacion de la dama? Como nivel de significa-
cion, tomaremos o = 0,05.

Seguiremos los 6 pasos del proceso pero utilizando sdlo el nivel critico p como
regla de decisidn, dejando el calculo del estadistico de contraste para los siguientes
temas.

1. Condicionesy supuestos. 16 ensayos independientes con dos resultados posi-
bles en cada uno: acierto o error, y la probabilidad del resultado permanece
constante en todos ensayos.

2. Formulacion de las hipétesis nula y alternativa: Planteamos un contraste uni-
lateral en el que la hipétesis nula presupone que la dama, en principio, no tie-
ne dicha habilidad, y por tanto la proporcion de veces que acertaria seria un
valorigual a 0,5 o inferior (es decir, tendria la misma habilidad que el resto de
los mortales). La hipdtesis alternativa plantea que la dama si tiene esa habili-
dad y por tanto es capaz de acertar en mas del 50% de los ensayos.

Hp:mt<0,5 H;:m>0,5

3. Estadistico de contraste. Como estamos contrastando una proporcién cuya
distribucién de probabilidad es la distribucion binomial que estudiamos el cur-
so pasado, vamos a calcular la probabilidad de que, bajo el supuesto de que
la dama no tiene esa extrafa facultad (y por tanto su proporcion de aciertos
es la de cualquier persona normal del 50% que se formula en la Hy) la dama
haya sido capaz de detectar la diferencia en mas de la mitad de la veces, con-
cretamente en 12 o mas ocasiones de los 16 ensayos realizados (formulado

enla Hq):
16 16
P(y=12)= ] 0,5”0,5""" =0,0278+0,0085+0,0018+0,0002 = 0,0384
o\
y=12
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x P
10,0002 B
20,0018 0.20
3  0,0085 0.18
4 00278 016 -
5  0,0667
6 01222 0.14 7
7  0,1746 0.12 -
8  0,1964 0.10 4
9 01746
10 0,1222 0.08 7
11  0,0667 0.06
12| 0,0278
13| 0,0085 0.04
14 0,0018 0.02
15| 0,0002 0.00 -
16 0,0000 12 3 4 5 6 7 8 9 1011 12 13 14 15 16

Cuadro 1.2: Reproduccioén par-  Figura 1.10: Representacion grdfica de las probabilidades del
cial de la tabla de la funcion de cuadro 1.2 paran=16yp=0,5

probabilidad de la distribucion

binomial paran=16yp=0,5

4. Regla de decision. Este resultado quiere decir que, bajo el supuesto de que la
hipdtesis nula es cierta y la probabilidad de acierto de la dama es de 0,5, la
probabilidad de que en 16 ensayos la dama acierte en 12 ocasiones o mas es
de 0,0384, o que hay un 3,84% de probabilidades de que la dama, sin tener
esa extrafia habilidad, acierte por puro azar en 12 ocasiones o mas. Como
regla de decision para rechazar o no la hipdtesis nula comparamos esta pro-
babilidad con el nivel de significacidon (0,05) y puesto que la probabilidad
encontrada es menor que 0,05, rechazamos la H,.

En la Figura 1.10 se representa la distribucidon binomial del cuadro 1.2 del ejemplo
con el nivel critico p representado por valores escritos y representados por barras rojas
cuya suma es menor de 0,05. Por tanto, la regla de decisién bajo la interpretacion de
Fisher consiste en calcular la probabilidad de obtener unos resultados como los obser-
vados en la muestra o mas extremos (nivel critico p). Si esta probabilidad es muy peque-
fia en comparacién con o, pueden ocurrir dos cosas: o bien la hipétesis nula es cierta
(la dama no goza de tal habilidad) y se ha producido una situacién muy poco probable
(pero no imposible) o bien la hipdtesis nula es falsa. Parece mas logico (o probable)
inclinarse por esta segunda opcidon que descarta el azar como explicacién del resultado
obtenido y ante la evidencia que proporciona este resultado, el investigador opta por
rechazar la hipétesis nula, asumiendo que esta afirmacion tiene un cierto riesgo o pro-
babilidad de error, que ha establecido en el 5%. Si, por el contrario, la probabilidad
hubiese sido mayor que el nivel de significacion, entonces no se podria descartar el
azar, como explicacion de la diferencia y se opta por no rechazar la hipétesis nula.

42



Estimacién de pardmetros y contraste de hipétesis  JJj

5. Conclusién: Rechazamos la hipdtesis nula, ya que el nivel critico p es menor
que 0,05. El nivel critico p = 0,0384, nos indica la probabilidad de acertar por
simple azar en 12 o mas de las 16 ocasiones. Es un valor lo suficientemente
pequeio que nos conduce a descartar el azar como explicacién de este nime-
ro de aciertos tan alto. En consecuencia, si descartamos el azar como explica-
cion de que la dama acierte en 12 o mas de los 16 ensayos es porque la dama
si tiene realmente esa capacidad.

6. Interpretacion: Rechazar la hipdtesis nula quiere decir que la dama tiene esa
habilidad para distinguir si en una taza de té se ha puesto primero la leche o
la infusion con un nivel de confianza del 95%.

Observe el lector que si se establece el nivel de significacion en 0,01 la conclusién
seria otra y seria necesario obtener evidencias mas fuertes o una probabilidad mucho
menor para descartar el azar como explicacion de esta extraia habilidad de la sefiora.

En los siguientes temas seguiremos esta metodologia pero utilizando, no solo el
nivel critico p, sino también y fundamentalmente el estadistico de contraste como
medida de la discrepancia entre los valores tedricos que formulamos en la poblacién
y la informacién empirica que nos proporcionan los datos recogidos en la muestra,
para los disefios de investigacidn que utilizan una, dos o0 mas muestras. Y a partir de
estos estadisticos de contraste podremos calcular también el nivel critico p.

1.4.3.2. Errores al tomar una decision en un contraste clasico
de hipétesis

Hemos visto que el contraste de hipdtesis es un proceso por el cual se toma una
decisién acerca de lo que se afirma en la hipdtesis nula. No obstante, una cosa es la
decision que se adopta sobre H, y otra es la propia naturaleza de H,. Tenemos dos
opciones posibles acerca de la decision sobre Hy: o se Acepta o se Rechaza, y dos
opciones sobre la naturaleza de Hy: o es verdadera o es falsa.

El error que supone rechazar una hipétesis nula cuando en realidad es verdadera
se denomina Error Tipo |, y su probabilidad asociada es . El error que supone acep-
tar una hipétesis nula cuando en realidad es falsa, siendo verdadera la hipétesis
alternativa, se conoce como Error Tipo Il, y su probabilidad asociada es 3. Su com-
plementario es 1-3 y corresponde a la potencia del contraste que es la decision
correcta de rechazar la hipdtesis nula cuando es falsa.

Puede observarse que los errores y las decisiones correctas estan probabilistica-
mente relacionados (cuanto menor es o mayor es 1-a, por ejemplo). Estas ideas
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pueden verse reflejadas en el siguiente cuadro o tabla de doble entrada con dos
alternativas en cada entrada como puede verse en el cuadro 1.3.

Cuadro 1.3: Decisiones sobre la hipétesis nula.

Naturaleza de H,

I T

Decision correcta. Decision errdnea.
No rechazar Nivel de confianza Error tipo Il
Decisidn e p
sobre H, Decisid g
ecision errénea. Decision correcta.
Rechazar Error tipo | Potencia del contraste
o 1-B

En todo contraste de hipdtesis el investigador fija a priori el nivel de significacion
(probabilidad de error tipo 1) y su complementario, el nivel de confianza, o decision
correcta de no rechazar una hipétesis nula que puede ser verdadera. En el tema
siguiente veremos cdémo se calcula la probabilidad de error tipo Il y la potencia del
contraste (pero exclusivamente para el contraste sobre la media y la proporcién en
los disefios de una muestra) y veremos también cdmo este valor depende del nivel
de significacién, del tamano de la muestra, n, y del tamafio del efecto.

¢Cudl de estos errores es mas grave? Vamos a ilustrarlo con dos ejemplos. Supon-
ga que comparamos un tratamiento nuevo, A, con otro antiguo, B, ya existente. La
hipétesis nula dird que los dos tratamientos son, al menos, igual de eficaces frente
a la hipétesis alternativa segun la cual el tratamiento A es mejor que el B:

Hy:A<B  Hj:A>B

Imagine que rechazamos la hipdtesis nula cuando en realidad es cierta, es decir, que
concluimos que el tratamiento nuevo, A, es mas eficaz cuando en realidad son iguales.
En esta situacion estariamos cometiendo el error tipo | con una probabilidad a.

Si por el contrario, y como resultado del contraste de hipoétesis, concluimos que
los dos tratamientos son iguales (es decir, no rechazamos la hipdtesis nula que es
falsa) cuando en realidad el nuevo tratamiento es mejor que el anterior, estariamos
cometiendo un error tipo Il con una probabilidad 3. Es evidente que el error tipo Il
resulta mas grave por cuanto impide beneficiarse de un tratamiento que es mas efi-
caz. Mientras que el error tipo |, (sin entrar a considerar las consecuencias econé-
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micas de la decision de cambiar a algo que es igual de eficaz) tiene consecuencias
menos graves, al menos en el campo del progreso del conocimiento.

La realidad de la H,
T
Correcto Error de tipo Il
El tratamiento no tiene El tratamiento si tiene efecto
No rechazar efecto y asi se decide. pero no lo percibimos.
Probabilidad 1-a Probabilidad 3
Decision
sobre H, Error de tipo | Correcto
El tratamiento no tiene El tratamiento tiene
efecto pero se decide que fect | experiment:
Rechazar P , g electoye e .pe ento
si. lo confirma.
Probabilidad o Probabilidad 1-3

Esta valoracidon puede cambiar dependiendo del contexto en el que nos situemos.
Por ejemplo, aplicando el mismo razonamiento sobre la inocencia o culpabilidad de
un imputado, las hipétesis nula y alternativa son: Hy: Inocente, Hy: Culpable.

Partimos del supuesto de que la hipétesis nula es verdadera (el imputado es ino-
cente) mientras no se tenga evidencia suficiente para condenarle (rechazar la Hy y
aceptar la H;). En este contexto se introducen otras razones de indole moral para
valorar qué es mas grave: si tener un inocente en la cércel o un culpable en la calle.

La realidad de la H,
T
Correcto Error de tipo I
No rechazar )
Es inocente. Es culpable y no se le
Hy
condena.
- inocente Probabilidad 1-o Probabilidad
Decision
sobre Ho Error de tipo | Correcto
Rechazar .
Es inocente y se le Es culpable y se le
Hyo
condena. condena.
Culpable Probabilidad a Probabilidad 1-p
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En cualquier caso, el hecho de no rechazar la Hy puede deberse o bien a que sea
realmente verdadera o sea falsa pero el experimento no tenia suficiente potencia
para detectarlo. Debido a esto, aunque el anélisis de los datos de nuestro disefio de
investigacién no produzca resultados significativos, nunca podremos aceptar la H,
como verdadera. Como siempre, existe la posibilidad de que la H, sea falsa, pero el
disefio de nuestra investigacién no tiene la suficiente sensibilidad para detectarlo,
tan solo podremos concluir que nuestros resultados no han aportado evidencia sufi-
ciente para rechazar la hipdtesis nula. El analisis de la potencia del contraste nos
proporciona informacion sobre el grado de confianza en los resultados no significa-
tivos que no ha permitido rechazar la hipétesis nula formulada en el disefio de nues-
tra investigacion.

Por otra parte, y como veremos en temas posteriores, tanto en la investigacién
aplicada en el dmbito de la psicologia, como en otras ciencias, un resultado estadis-
ticamente significativo sobre la eficacia de un nuevo tratamiento puede no tener
una significacion prdctica en el sentido de no representar un valor terapéutico real
o importante. De aqui la recomendaciodn, casi ineludible, de conocer adicionalmente
el tamafio del efecto que expresa la magnitud de la diferencia observada entre la
hipétesis nula (el valor tedrico) y la hipotesis alternativa (el valor observado) expre-
sado en una métrica comun y que, por su importancia metodoldgica de cara a la
validez de la conclusidn estadistica de la investigacion que hemos disefiado, expon-
dremos con algo mas de detalle en temas posteriores.

1.5. Ejercicios de autocomprobacion

1. ¢Cual de las siguientes afirmaciones referidas a la distribucién muestral de la
media es FALSA: a) Es normal cuando la poblacién se distribuye normalmente
y conocemos su varianza; b) Tiende a la normal cuando desconocemos la
varianza poblacional pero trabajamos con muestras grandes; c) Siempre es
normal con media igual a la media poblacional.

2. El nivel critico p representa la probabilidad de: a) que la hipdtesis nula sea
verdadera; b) que siendo verdadera la hipdtesis nula obtengamos unos datos
como los observados o mas extremos en la muestra; c) rechazar la hipdtesis
nula siendo verdadera.

3. A una muestra de 122 estudiantes universitarios, de los cuales 74 son mujeres
se les pasa una prueba de memoria de palabras sin sentido, obteniendo una
media de 15 palabras recordadas, con una varianza de 9. Trabajando con un nivel
de confianza del 95%, éentre que valores se encontrara la media poblacional?

46



10.

11.

Estimacién de pardmetros y contraste de hipétesis  JJj

. Auna muestra de 122 estudiantes universitarios, de los cuales 74 son mujeres

se les pasa una prueba de memoria de palabras sin sentido, obteniendo una
media de 15 palabras recordadas, con una varianza de 9. Entre que valores se
encontrara la varianza poblacional con un nivel de confianza del 95%?

. Auna muestra de 122 estudiantes universitarios, de los cuales 74 son mujeres

se les pasa una prueba de memoria de palabras sin sentido, obteniendo una
media de 15 palabras recordadas, con una varianza de 9. Si queremos estimar
la varianza poblacional con un error maximo de estimacién que no supere los
dos puntos, ¢ Cudl deberia ser el tamafio de la muestra que debemos utilizar
fijando el nivel de confianza en el 95%?7.

. A'una muestra de 122 estudiantes universitarios, de los cuales 74 son mujeres

se les pasa una prueba de memoria de palabras sin sentido, obteniendo una
media de 15 palabras recordadas, con una varianza de 9. Trabajando con un
nivel de confianza del 95%, éentre que valores se encontrard la proporcion
poblacional de mujeres universitarias?.

En un contraste de hipodtesis es habitual que el investigador fije a priori el valor
de o que representa la probabilidad de: a) conservar la hipétesis nula cuando
no se encuentra en los datos de la muestra suficiente evidencia para recha-
zarla; b) rechazar la hipdtesis nula siendo cierta; c) aceptar la hipotesis alter-
nativa siendo cierta.

La probabilidad de rechazar la hipétesis nula siendo falsa, es: a) un valor cono-
cido y fijado a priori por el investigador; b) un valor desconocido que repre-
senta el error tipo Il; c) la potencia del contraste que es un valor desconocido
a priori.

La amplitud del intervalo de confianza es mas estrecho a medida que; a)
aumenta el tamano de la muestra; b) aumenta el nivel de confianza; c) aumen-
ta el error tipico del estadistico.

Se llama error tipico de un estadistico a la desviacion tipica de: a) El parametro
poblacional; b) La distribucion muestral de este estadistico; c) Los datos reco-
gidos en la muestra.

En una muestra aleatoria de 100 personas se mide el pulso obteniendo una
media de 65 ppm con desviacidn tipica 5 ppm. ¢ Cuanto vale el error maximo
de estimacion de la media poblacional con un nivel de confianza del 95%?: a)
0,5025; b) 0,997; c) 25,25
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Soluciones.

2 2
E. =2z 52\/::1,96-9 £ =2,2586 >
max =192\ V122
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1. De las tres afirmaciones la c) es FALSA. La distribucion muestral de la media

es normal cuando la distribucion en la poblacién es normal o bien la muestra
es superior a 30 observaciones y ademads conocemos la varianza poblacional.
Si la varianza poblacional es desconocida entonces la distribucion muestral
de la media es la t de Student, que tiende a la normal cuando la muestra es
grande.

. Elnivel critico p es la probabilidad asociada al estadistico de la muestra e indi-

ca la probabilidad de que, siendo cierta la hipdtesis nula, encontrar valores
tan extremos como los obtenidos en la muestra, luego la opcién correcta es
b.

. En este caso, dado que desconocemos la varianza poblacional, la distribucién

muestral de la media se distribuye segun t de Student, con n—1 grados de liber-
tad, pero dado que la muestra es grande (n > 100) utilizamos valores Z de la cur-
va normal tipificada, que para un nivel de confianza del 95% son: £1,96. Por lo
tanto, los limites inferior y superior del intervalo son:

S S 3
E. = N~z n_-1,9
max =9n1 o1 % Jn-1 J122-1
ox =15—0,535=14,47

=15+40,535=15,53

=0,535

~ I~
3,

Il Il

<| <

+ |

m m

sup max

4. Al tratarse de una muestra grande, la distribucion muestral de la varianza se

aproxima a la normal.
Lins =9-2,2586=6,741

Ly, =9+2,2586=11,259

sup

Obsérvese que en este caso el error maximo de estimacion que cometemos al
estimar la varianza poblacional es de £2,258 puntos. De ahi que si queremos
mejorar la precision de nuestra estimacion, uno de los procedimientos puede
ser aumentar el tamaio de la muestra, como veremos en el siguiente ejemplo.

. El tamafio de la muestra para un error maximo de estimacion de £2 puntos,

es
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zZ
1-0
a5t - %

E

max

Conocemos la varianza de la muestra que en este ejemplo es 9, es decir; 5% =
9, por tanto, §* = (52)2 =92 = 81:
2

V4
1-4
n:2542—A:2-81-
E

1,962
22

=155,6

max
Un valor muy similar si utilizamos la cuasivarianza de la muestra:

n 122

§2  =——8§>=2"2.9-9,07—>5, , =3,012
1T 121 n-1
Zf a 1,962
n=25* : 2 =2.3,012% ==~ =158,08
E 22

max

6. El género es una variable dicotémica con distribucién binomial siendo la pro-
porcién de mujeres obtenida en la muestra: p = 74/122 = 0,6066. Al tratarse
de una muestra grande, esta distribucion se aproxima a la normal y los limites
del intervalo de confianza para , son:

/ - 0,6066(1—0,6066
Emox =20/ p) 196\/ ( ) _ 0,087

Ling =P~ EmaX—O 6066 —0,087=0,52

Leyp = P+ Eppay =0,6066+0,087=0,693

7. Elnivel de significacién se representa por o y es un valor fijado a priori por el
investigador como criterio de decision. Los valores habituales son 0,05y 0,01
y representan la probabilidad que desde un inicio asume el investigador de
cometer el error tipo |, es decir, de rechazar una hipdtesis nula que es verda-
dera. Su complementario 1-a, es el nivel de confianza o probabilidad de
tomar la decisidn correcta de no rechazar una hipdtesis nula cuando no hay
evidencia suficiente para hacerlo.
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8. La probabilidad de rechazar una hipdtesis nula que es falsa es la potencia del

10.

11.

50

contraste, cuyo valor es desconocido a priori pero se puede calcular, ya que
depende del nivel de significacién, o, del tamafio de la muestra y la magnitud
del efecto.

La amplitud del intervalo de confianza depende del tamafio de la muestra 'y
del nivel de confianza, de forma que al aumentar el nivel de confianza el inter-
valo es mas amplio y al aumentar el tamafo de la muestra disminuye el error
tipico del estadistico y con ello el intervalo de confianza, como puede dedu-
cirse al ver sus expresiones de calculo.

La opcidn A es incorrecta por varias razones: se refiere a la distribucién pobla-
cional, no a la distribucion muestral; puede ser cualquier pardmetro, no solo
la desviacion tipica. La opcidn B es correcta. La opcidn C es incorrecta porque
el error tipico se refiere a la variabilidad de la distribucién muestral del esta-
distico mientas que la desviacion tipica se refiere a la variabilidad de los valo-
res recogidos en la muestra.

Desconocemos la varianza (o la desviacion tipica) de la poblacion y la forma
de la distribucidn poblacional, por lo que nos apoyaremos en la distribucién t
con n—1 gl como distribucidn muestral. El valor de a es 0,05. Nos piden el
Error Maximo de estimacién. De forma general, el intervalo de confianza de
la media se obtiene sumando y restando a la media de la muestra (estimacion
puntual del pardmetro) el error maximo de estimacidon que corresponde a t
veces el error tipico de la media (o Z si se tratase de una poblacion con distri-
bucién normal y varianza conocida) :

Estimador puntual £ [(Z o t) * (Error tipico)]

Luego el valor que nos estan pidiendo es el valor que estd entre corchetes y
gue representa el error maximo de estimacion.

Si no conocemos la varianza poblacional, la distribucién muestral de la media
es la distribucidn t de Student con n—1 grados de libertad y la varianza pobla-
cional hay que estimarla a partir de la varianza o cuasi-varianza de la muestra.
Por otro lado, los valores criticos de la distribucion t con n—1 = 100-1 = 99
grados de libertad son: |ty go5| = [t 975| = 1,984

Hemos buscado con 100 grados de libertad (el mas cercano a 99, ya que este
no existe en la tabla y hemos elegido una probabilidad de 0,975 que es la
suma de: /2 = 0,025 y el Nivel de Confianza = 0,95(0,025 + 0,950 = 0,975).
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gl

28
29
30
40
50
60
70
80
920
100

0,550 0,600 0,650 0,700 0,750 0,800 0,850 0,900 0,950 0,975 0,990 0.995
0,158 0,325 0,510 0,727 1,000 1,376 1,963 3,078 6,314 12,06 31,821 63,657

0,127 0,256 0,389 0,530 0,683 0,855 1,056 1,313 1,701 2,048 2,467 2,763
0,127 0,256 0,389 0,530 0,683 0,854 1,055 1,311 1,699 2,045 2,462 2,756
0,127 0,256 0,389 0,530 0,683 0,854 1,055 1,310 1,697 2,042 2,457 2,750
0,126 0,255 0,388 0,529 0,681 0,851 1,050 1,303 1,684 2,021 2,423 2,704
0,126 0,255 0,388 0,528 0,679 0,849 1,047 1,299 1,676 2,009 2,403 2,678
0,126 0,254 0,387 0,527 0,679 0,848 1,045 1,296 1,671 2,000 2,390 2,660
0,126 0,254 0,387 0,527 0,678 0,847 1,044 1,294 1,667 1,994 2,381 2,648
0,126 0,254 0,387 0,526 0,678 0,846 1,043 1,292 1,664 1,990 2,374 2,639

0,126 0,254 0,387 0,526 0,677 0,846 1,042 1,291 1,662 1’87 2,368 2,632

77 mmny ey~ (1,980 2,364 2,626

1-a
0,025 0.95 0,025
o/2 a2
] X
~1,984 H 1,984
Sn—l Sn

El error tipico de la media, es: oy = =—

Si utilizamos la cuasi-desviacion tipica de la muestra, primero debemos cal-
cularla:

S2 10057
§2 | = e = e = 25,2525 > §, | =[25,2525 = 5,02519
n-1 99
Luego:

51



. Disefios de investigacién y analisis de datos

52

S,q 502519

Jn 100

oy = =0,502519

Y si utilizamos la desviacion tipica de la muestra:

s, 5
Jn-1 +100-1

Oy = =0,502519

Obteniendo el mismo resultado con las dos expresiones del error tipico de la
media. Y el error maximo solicitado es:

Epnax = 1,984 - 0,502519 = 0,997
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