Capitulo 15

Modelos de tipos de interés
instantaneo

En este capitulo, se resumen las ideas esenciales de los modelos de estruc-
turas temporales de tipos de interés que se corresponden con (1) de la pa-
gina IV del Prefacio, y se describen los modelos tratados en los volimenes
5y7.

15.1. Estudio general

Se considera el siguiente escenario financiero de incertidumbre:

Sean (Q, #,{%}se;,, P) una base estocastica, y W = {Wi}tej, un proce-
so estocdstico de Wiener en el espacio de probabilidad (Q2, %, P), respecto

—\P
a{Flej; yaPcon g, = (Fftw) , t € J, (véanse las paginas 24 de [97] y 23
de [89]). Se consideran los siguientes activos financieros:

(1). Un activo financiero S, (activo sin riesgo), tal que su precio en el tiem-
po t viene dado por

t
SY = exp (f r(s)ds), (15.1)
0

donde {r ()}, €s un proceso estocéstico real, en el espacio medible (Q, %),
medible y adaptado a la filtracion {&;};¢;, con fOT Ir(s)lds < +oo, (P-a.s.),
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y la aplicacién r : J7 x Q — R, (t,w) — r(t)(w), es de clase Pr respecto a
{Zi}es, ya P, (véase la Definicion 4.7.2. de la pagina 97 de [89)]).

(2). Los bonos cupdn-cero de vencimiento menor o igual que T, (activos
conriesgo). El nominal de un bono cupoén-cero siempre es, por definicion,
iguala 1.

Para cada u < T se toma el proceso estocdstico real adaptado a {%} ¢ j;,
{P(t,u)}seg,, tal que P(u, u) = 1y lavariable aleatoria P(z, u) es el precio en
t del bono cupén-cero de vencimiento en u.

Se establece la siguiente condicion:

(H). Existe una y sélo una probabilidad P*, en el espacio medible (Q, %),
equivalente a P, tal que para todo u € [0, T], el proceso estocdstico real

t
P(t, u):exp(—f r(s)ds)P(t, u), tejy, (15.2)
0

es una martingala, (paginas 58 y 59 de [89]), en el espacio de probabilidad
(Q,Z, P*), respecto a la filtracién {F;} ¢ j, y ala probabilidad P*, (a P(t, u)
se le llama precio actualizado en ¢ del bono cup6n-cero de vencimiento u).
A P* se le llama probabilidad martingala o probabilidad neutral al riesgo,
y a P probabilidad del mundo real.

Proposicién 15.1.1. Con las notaciones de (H), se consideran la densidad
Lt de la probabilidad P* respecto a la probabilidad P, dP* = LtdP, y el
proceso estocdstico {L; = E[L1|% ]}, . Entonces, existe un proceso estocds-

tico, 0 = {0} 1e;,, medibley adaptado a {F} ey, con P [fOT 016%ds < +oo| =
1, tal que para todo t € J,

t 1 t
Lt:exp(fo edeS—EfO eﬁds), (P-a.s.). (15.3)

Ademds, W* = {(W/}tes,, donde W = W — fOtHSds, t € Jr, es un proceso
estocdstico de Wiener, en (Q, %, P*), respecto a{%} ey, y a P*.

_ De las definiciones y notaciones anteriores, y teniendo en cuenta que
P(u,u) =exp (- [y r(s)ds) P(u,u) =exp (- [,  r(s)ds), es inmediato que

Proposicién 15.1.2. Para todo ue Jr,

u
exp(—f r(s)ds) |F: |, te],. (15.4)
0

P(t,u) = E* [ﬁ(u, u)|37[] - E*
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En la proposicidn que sigue se establece una formulacién equivalente
de (H) sin utilizar los precios actualizados de los bonos cup6n-cero.

Proposicién 15.1.3. En el mercado financiero descrito en las pdginas 1y 2,
la condicion anterior (H) es equivalente a la siguiente:

(H)*. Existe una y solo una probabilidad P*, en el espacio medible (Q, F),
equivalente a P, ([93], pag. 24), tal que para todo u € Jt y todo t,7 € J,, con
t < 1, severifica que

P(t,u) =E"

exp (—f r(s)ds)P(r, u)l.?t]. (15.5)
t

Demostracion. Supuesto que se cumple la condicién (H), dados u € Jry
[,T € J, cont<T,setiene que

E*

exp (—f r(s)ds) P(t,u)|%;
t

=E*

eXp(—f r(s)ds)exp(f I‘(S)dS)ﬁ(T,u”gt
t 0

= E*

t
exp (f r(s)ds) P(r,u)|%;
0

t
= exp (f r(s)ds) E* [ﬁ(r, u)lﬂt] =
0
t
:exp(f r(s)ds)ﬁ(r, u)=P(t,u), (15.6)
0

donde se ha utilizado la definicién de P(s, u), que {P(s, t)}sc;, €s una mar-
tingala, que fot r(s)ds es F;-medible, y la propiedad (11) de la p4gina 221
de [97] de la esperanza matemadtica condicionada.

El reciproco se prueba de forma totalmente anédloga. O

Observacion 1. Como P(u, u) = 1, de la proposiciéon anterior se deduce que
en el mercado financiero descrito en las paginas 1y 2, se verifica que

P(t,u) =E* , UE JT. (15.7)

u
exp (—f r(s)ds) | F;
t

En lo que sigue, se consideran los denominados modelos de tipos de inte-
rés instantaneos de difusion, es decir, los obtenidos especificando el pro-
ceso estocdstico {r(#)}se;, como un proceso de difusion, (Definicién 10.1.6.
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dela pagina 5 de [93]), solucion tinica de una ecuacién diferencial estocds-
tica de la forma

dr(t) = p(t,r()dt+y(t,r()dW/, r(0) = ro, (15.8)

verificando las hipotesis del Teorema 10.1.4. de la pagina 4 de [93] y con 8
y ¥ funciones continuas en la variable ¢, considerando la base estocéstica
Q,F,{Zt} ey, P*), donde P* es probabilidad martingalay W+ = W err
es el proceso estocastico de Wiener de la Proposiciéon 15.1.1..

Por el Teorema 10.1.5. de la pdgina 4 de [93], se tiene que el proceso es-
tocdéstico {r(#)}se;, definido por la ecuacién (15.8) es un proceso estocasti-

co de Markov continuo en el intervalo Jr respecto a la filtracion {%;};c;, y
ala probabilidad P*.

15.1.1. Precio del bono cupén-cero

En las paginas 110-113 de [93] se ha demostrado el siguiente teorema

Teorema 15.1.4. Se supone que el proceso estocdstico {r(t)},e;, estd da-
do por la ecuacion (15.8). Entonces, P(t,u) = E* [exp (- [/ r(s)ds)|F:] =
g(t,r(t),u), donde la funcion g(t, x, u) es la solucion de la ecuacion diferen-
cial en derivadas parciales con condicion final

Og(txu)_l_ﬁ(t x)ég(txu) 2(t x)é g(txu)_xg(t,x,u)

(15.9)
g(u,x,u) =1, para todox

Ademds, en el caso particular en que y(t,r(t)) es una funcién determinista
en la variable t, y(t), g(t,x, u) se obtiene mediante la integral de caminos
de Feynman, (véase [93]), por la siguiente formula

glt,x,u) =
S
s

(= 1(9)— Bls,a(s)?
JE0 exp — (WLt () as) Da dy( X)

SIS exp (- i (@A) ) Do)y
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15.1.2. Precio de opcién independiente del camino sobre
un bono cupodn-cero

Se recuerdan las definiciones y resultados establecidos en las péginas 115
y 116 de [93] adaptadas a un bono cupén-cero con fecha de vencimiento
ue ]Tr

Definicion 15.1.5. Con las notaciones anteriores, sea T € J,,. Una opcion
independiente del camino con fecha de vencimiento t sobre el bono cupén-
cero de vencimiento u, {P(t, u)}ej,, es una variable aleatoria h, en el espa-
cio de probabilidad (Q, %;, P*), dada por h = u(P(t,u)) = pu(g(z,r (1), u)),
donde 1 es una aplicacion medible deR en R.

Casos particulares de opciones independientes del camino con fecha
de vencimiento 7 € ], sobre el bono cupdn-cero de vencimiento u son, (K
constante real positiva):
(1). h = max{P(7,u) — K,0} = max{g(r,r(r)) — K, 0}, en cuyo caso se llama
call europeo, (u(x) = max{x — K, 0}, x € R).
(2). h = max{K — P(t,u),0} = max{K — g(r,r(1)),0}, en cuyo caso se llama
put europeo, (u(x) = max{K — x,0}, x € R).

Se tiene el siguiente teorema,

Teorema 15.1.6. Se supone que {r (1)}, estd dado por la ecuacion dife-
rencial estocdstica (15.8), y que h = u(P(t, u)) es una opcion independiente
del camino con fecha de vencimiento T sobre el bono cupon-cero con venci-
miento u. Entonces,

1. Elvalor, Vi, de h en el instante t € [0, 1] estd dado por

V[:E*

T
exp(—f r(s)ds)u(P(T,u))lf/?[ .
t

(15.11)

2. Si g(t,x,u) es la solucion de la ecuacion diferencial (15.9), se verifi-
ca que V; = e(t,r(t),u), donde e(t, x, u) es la solucion de la ecuacion
diferencial en derivadas parciales

Oeltn) 4 B, x)2LLn) 4 Ly2(y, x)Lelixn AL = xe(t, x, w),

(15.12)
e(T x u) = u(g(r,x,u), para todox
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3. En el caso particular que la funcion y(t,r(t)) sea una funcién deter-
ministay(t), la funcién e(t, x, u) estd dada por la integral de caminos
de Feynman

e(t,x,u) =
oo a(m)= (@(s)=Bs,a(s))?
. e (f;x(tr):xy exp (_ IN (% + a(s)) ds) Da) u(gT, y)dy
a f+oo (fa(r)=y exp (_fr ((d(s)—ﬁ(s,a(s)))z) dS)DOL) dy
—00 t

a(t)=x 282()N?(s)
X
=—|. (15.13)
Y

15.2. Modelos particulares

Existe una gran cantidad de modelos de tipos de interés instantdneo. En
los volumenes 5y 7 se han estudiado algunos ellos y se resumen en primer
lugar los denominados afines.

15.2.1. Modelos afines

Entre los modelos de tipos de interés instantdneo en los que se tienen for-
mulas explicitas para el precio de los bonos cup6n-cero destacan los deno-
minados afines, en los cuales el precio en el tiempo ¢ del bono-cup6n-cero
de vencimiento u estd dado por una expresion de la forma

P(t,u) =exp(-A(t,u) - B(t,w)r (1), t€J,, uejr, (15.14)

con A(t,u) y B(t.u) funciones diferenciables y con derivadas parciales res-
pecto de la variable ¢ continuas.

Estos modelos de tipos de interés instantdneo estan caracterizados por
el siguiente resultado.

Proposicién 15.2.1. Se considera el modelo de tipo de interés instantdneo
dado por

dr(t)=p(t, r)dt+y(t,r()dW/, r(0) = ro. (15.15)
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Entonces, este modelo es modelo afin si y solo si se cumplen las condiciones
B(t,r(1) = a(t) + b1 (1), Y*(t,r(1) = c(t) +d(D)r (1), (15.16)

donde a, b, c y d son funciones continuas.
En este caso, las funciones A y B verifican el sistema de ecuaciones dife-
renciales ordinarias, para todo t € ],

OMLW — Lo()B2(1,u) - a()B(t,u),  Au,u)=0 -
9BLLW — 1g(B?(t,u) - b(t)B(t,w)— 1, B(u,u)=0. :

Para una demostracion de esta proposicion véase el Apéndice A y la
Proposition 5.2 de la pagina 84 de [45].
Ejemplos
(1). Modelo de Merton: El proceso estocastico 7 = {r(f)}cy, verificala ecua-
cion diferencial estocéstica

dr(t)=pudt+odW;, r(0)=ro, (15.18)

donde u y o son constantes reales, es decir, 7 es un proceso estocdstico de
Itd respecto a W*, ([93] pag 116).

Este modelo cumple las condiciones de (15.16) con b(t) = d(t) = 0,
a(t) =pyc() = o?, y por tanto, es un modelo afin. Efectivamente, en la
pagina 119 de [93] se ha obtenido

2
P(t,u) = exp (— (E(u— 02— L - t)3) C(u- t)r(t)) . (15.19)
’ 2 6

La expresion (15.19) también se puede obtener mediante la Proposicion
15.2.1.. En este caso se tiene que el sistema de ecuaciones diferenciales
ordinarias (15.17) es

QALY _ 152 B (s, u)2 — uB(t,u), Alu,u) =0,

— B(u,u) =0.

(15.20)

Es claro que la solucion de la segunda ecuacion de (15.20) es B(t, u) = u—t.
Por tanto, la primera ecuacion es,

dA(L W 1
or 2

con solucién A(t, u) = —%az(u -3+ g(u — 1?2

X (u-1)?—uu—1t), Alu,u) =0, (15.21)
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De estos cdlculos se concluye que P(t, u) = (—A(t, u)—B(¢t, u)r(t)) coin-
cide con (15.19).

(2). Modelo de Vasicek: El proceso estocastico 7 = {r (1)}, verificala ecua-
cion diferencial estocéstica

dr(t)=(u+vr®)dt+odW/, r(0)=r, (15.22)

donde ry, i, vy o son constantes reales no nulas, es decir, 7 es un proceso
estocdstico de Ito respecto a W*, ([91] pag. 35, [93] pag.120).

Se comprueba facilmente que este modelo cumple las condiciones de
(15.16). Asi, es un modelo afin y en la pagina 126 de [93] se ha obtenido

p o ol )(u_t)_a_z(exp(v(u—t))—l)z_

bt u) :exp(‘((‘rz? v "

~ (_E_ 0_2) exp(v(u— 1)) — 1) _expv(u-1))-1
v

R s r(t)). (15.23)

(3). Modelo de Ho-Lee: El proceso estocéstico 7 = {r(f)};cj, verificala ecua-
cion diferencial estocéstica

dr(t)=0dt+odW;, r(0) = ry, (15.24)

donde 0(t) es una funcién determinista continua y ry, 0 son constantes
reales positivas, es decir, 7 es un proceso estocéstico de It0 respecto a W,
([91] pag. 68, [93] pag 127). Este modelo cumple las condiciones (15.16), y
por tanto, es un modelo afin.

En la p4gina 130 de [93] se ha obtenido

u 02
P(t,u) =exp (— (f (u—1s5)0(s)ds— E(u— If)3) —(u-— t)r(t)). (15.25)
t

(4). Modelo de Hull-White o modelo de Vasic¢ek generalizado: El proceso
estocastico, 7 = {r(f)}ej,, verifica la ecuacion diferencial estocéstica

dr(t)=0(t)—kr(®)dt+odW[, r(0) = ro, (15.26)

donde, k>0, 0 >0,y 6(¢) es funciéon determinista continua, (véase [65]).
Este modelo cumple (15.16), y por consiguiente, es un modelo afin.
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En la féormula (6.80) de la pdgina 61 de [91] se ha obtenido P(¢,u) =
exp(—A(t,u) — B(t,u)r(t)) donde A(t, u) y B(t,u) estdn dadas por (6.68) y
(6.67), respectivamente, de la pagina 59 del citado libro, (véase la pagina
44 del presente libro).

(5). Modelo de Hull-White generalizado: El proceso estocdstico que se
considera, 7 = {r(f)}.j,, verifica la ecuacién diferencial estocastica

dr(t) = (a(t)-bO)r)dt+o(t)dW;, r(0) = ry, (15.27)

donde a(?), b(t) y o(t) son funciones deterministas continuas, es decir, 7

es un proceso estocastico de Itd respecto a W*, ([91] pag. 52, [93] pag 130).
Este modelo también es afin y en las pdginas 52-61 de [91] se ha de-

mostrado con detalle que P(¢t, u) = (—A(t, u) — B(t,u)r(¢)), donde

B(t,uw) = [exp (- [y b(z)dz+ [ b(z)dz)dv,
Alt,w) = [ () as)exp([fy b(z)dz - [ b(z)dz)ds)dv—
=[S oPexp (- fy b(R)dz— [y b(2)dz+2 [ b(z)dz)dy]ds)dv.
(15.28)
(6). Modelo de Cox-Ingersol-Ross: El proceso estocastico 7 = {r ()} sy, ve-
rifica la ecuacion diferencial estocéstica

dr(t)=(a-Db*r()dt+o\r()dW/, r(0)=r, (15.29)

donde ry, ay o son constantes reales no negativasy b* € R, es decir, 7 es un
proceso estocéstico de It respectoa W*, ([91] pag. 70). Por la Proposicién
15.2.1., pag. 6, es un modelo afin, y por (6.110) de la pagina 75 de [91],
P(t,u) = exp(—ap(u—1t)—yw(u—t)r(t)), donde las funciones ¢ y y estan
definidas en la pagina 74 del citado libro.

Se observa que en este modelo la segunda ecuacion de (15.17) es
oB(t,u) 1 , , .
37 —3° B“(t,u)+b"B(t,u) -1, B(u,u) =0, (15.30)

que es una ecuacion diferencial de Riccati que, en general, no tiene solu-
ci6én como se ha comentado en las paginas 134 y 135 de [93]. Sin embargo,
en este caso si existe solucién y es la funcién v (¢ — u) citada anteriormente,

2(exp(y(u—1)-1)

B(t, = r— = ,
() =y =) = e expy =) - 1) + 27

(15.31)

donde y = v/ (b*)? + 202.
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A partir de la expresion de B(¢, u) dada por (15.31), mediante la primera
ecuacion de (15.17) se obtiene la expresion de A(t, u) = a¢p(u — t), donde

2y exp (—(Y+b*z)(u_t) )

Y=b*+(y+b*)exp(y(u—1) |

du—-1t) = —%ln (15.32)

15.2.2. Modelos no afines

(7). Modelo de Dothan: El proceso estocdstico 7 = {r ()}, verificala ecua-
cion diferencial estocastica

dr(t)=Aor(t)dt+or(t)dw;, r(0) = ry, (15.33)

donde r( y o son constantes reales positivas, y A € R, es decir, 7 es un pro-
ceso estocdstico de Ito respecto a W*, ([91] paginas 93-94). Por la Proposi-
cién 15.2.1., pag. 6, este modelo no es afin, ya que y2(¢, r (1)) = 02r2(1).
Por el Teorema 4.9.10. de la pagina 162 de [89], la solucién de la ecua-
cion diferencial estocdstica (15.33) es el movimiento Browniano geométri-

Cco
2

r(t) =roexp ((Aa - %

t+awg“), rejr. (15.34)

En este caso, como se dice en la Proposicién 6.12.1. de la pagina 97 de
[91], el precio P(t,u) del bono cup6n-cero estd dado por

—o?(1-22) w1
8

+oo p+oo 2(1 2
f f exp(—vr(t)— ( :Z) 0
o Jo o?v

donde, para todo a >0, >0,

P(t,u) =exp

4z c*(u-t)\dv dz
v z2(0-Mo)’
(15.35)

o?v’ 4

2

aexp|(ss| ptoo 2
O(a,p) = Mfo exp (—y——acosh(y))senh(y)sen(%) dy.

V213 2p
(15.36)






