Capitulo |

Variedades con borde

Las variedades son el medio en el que se desenvuelve hoy el Célculo Diferencial y la Geo-
metria. Esto es asi, en gran medida, por la influencia de la Fisica y en particular de la
Mecanica. En efecto, estas disciplinas proponen los problemas clésicos del Analisis y de
la Geometria (resolucién de ecuaciones diferenciales ordinarias o en derivadas parciales,
cdlculo de longitudes y volumenes, rigidez e isometrias) para espacios de pardmetros suje-
tos a ligaduras. Es claro que esta presentacion conduce de modo natural a las variedades,
y hace necesario, primero, definirlas rigurosamente y, segundo, extender a ellas el célculo
diferencial cldsico. Empezamos este capitulo definiendo en la seccién 1 las aplicaciones
diferenciables en subconjuntos arbitrarios del espacio afin R™, asi como la nocién de di-
feomorfismo. Sin embargo, para el estudio de estas aplicaciones es preciso restringirse a
una clase especial de subconjuntos: las variedades. Estas se definen en la seccién 2, en
donde se describe con cuidado la nocién de interior y borde de una variedad y su inva-
rianza por difeomorfismos; también se definen la dimension y la codimension y se ven
algunos ejemplos bien conocidos de variedades. La seccién 3 esta dedicada a uno de los
utiles basicos de la materia: las particiones diferenciables de la unidad. Para construirlas
empezamos mostrando que cualquier conjunto cerrado es el conjunto de ceros de una
funcion diferenciable y obteniendo las denominadas funciones separantes de Urysohn. El
fibrado tangente de una variedad se define en la seccién 4, para desarrollar en varieda-
des el calculo diferencial conocido en abiertos del espacio afin. El resultado final de esta
seccién es el teorema de inversion local para variedades con borde. En la seccion 5 se
demuestra que cualquier punto de una variedad sin borde puede desplazarse a voluntad
(mediante difeomorfismos) hasta coincidir con otro dado: es el teorema de existencia de
difeotopias. La seccién 6 esta dedicada a la orientacion de variedades, mediante familias
consistentes de orientaciones locales. Ademas se describe la orientacion inducida en el
borde de la variedad dada. Las dos ultimas secciones analizan las nociones duales de in-
mersion 'y sumersion. La primera se estudia en la seccién 7, que incluye su definicién y su
forma local candnica de inclusion lineal. La de inmersion es pues una nocion local, cuya
contrapartida global es la de inmersién difeomdrfica, que aparece al final de la seccién.
Finalmente, las sumersiones se definen en la seccién 8, en la que se obtiene su forma local
candnica de proyeccion lineal.



2 |. Variedades con borde

1. Cadlculo diferencial en subconjuntos del espacio afin

Se supone conocido el calculo diferencial en abiertos de espacios afines, del que
brevemente recordamos terminologia y notaciones. En este texto distinguimos
entre aplicacién y funcion: una funcién es una aplicaciéon que toma valores en R.

(1.1) Aplicaciones diferenciables en abiertos afines. Dado un abierto U de R™,
una aplicacién f = (f1,..., fn) : U —> R™ es diferenciable si todas sus derivadas
parciales .

i ‘U—>R

0xj, - -+ 0wy,
estan definidas y son continuas. Si f es diferenciable, su derivada en un punto
x € U es la aplicacion lineal

Df(a?)=<axj )11525”:]1% — R".
SYE

Se verifica ademéds que

D)) — tim 1) = 1(2)

t—0 t

(limite que se llama derivada direccional) para cada u € R™. I

El concepto de aplicacién diferenciable se extiende a subconjuntos arbitrarios
del espacio afin del modo que se expone a continuacion.

Definicién 1.2. Sean X < R™, Y < R" dos conjuntos arbitrarios. Se dice que una
aplicacién f : X — Y es diferenciable si para cada x € X existe una aplicacion
diferenciable f : U — R™ definida en un entorno abierto U de x en R™, de manera
que f|X nU = f|X nU. Diremos que f es una estensién local de f. El conjunto
de las aplicaciones diferenciables de X en Y se denota C*(X,Y).

Observacion 1.3. Si el interior de X en R™ es denso en X, entonces la derivada
en un punto z € X de una aplicacion diferenciable f es una aplicacién lineal
Df(x) : R™ — R" bien definida. En efecto, si f; y fo son dos extensiones de f a
un entorno abierto U de x, se tiene Dfi(y) = D f2(y) para todo y en el interior
de X, luego por continuidad y la hipétesis de densidad, Dfi(z) = Df2(z) y esta
aplicacion lineal es D f(x). I
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Esta observacién interesa especialmente para los abiertos de los semiespacios

(afines)
HP = {x € RP : \(z) = 0},

donde A : RP — R es una forma lineal no nula: éstos son los modelos locales de
las variedades. De hecho, al razonar con semiespacios lo habitual es reducirse al
caso en que A es la proyeccién coordenada (z1,...,x,) — 1, con lo que H? esta
definido por la desigualdad z1 > 0.

(1.4) Por la misma definicién, la restriccién de una aplicacién diferenciable es
diferenciable a su vez. Y como ésta, las propiedades elementales bien conocidas
en el caso habitual en que X es un abierto de R" valen para X arbitrario. Por
ejemplo:

(1) La suma y el producto de funciones diferenciables es diferenciable. El
cociente, siempre que no se anule el denominador. Es decir, €*(X,R) es un anillo.

(2) La composicién de aplicaciones diferenciables es diferenciable y la derivada
se calcula por la regla de la cadena:

D(go f)(x) = Dg(f(x)) o Df(x),
cuando ambas derivadas estan definidas.

(3) Una aplicacién diferenciable se puede definir por recubrimientos abiertos:
si f; + X; — R™ son aplicaciones diferenciables definidas en abiertos X; de X que
lo recubren, de manera que cualesquiera dos f; coinciden en la interseccién de sus
dominios, entonces la aplicacién f : X — R™ dada por f; = f|X; es diferenciable.

(4) Si f : X — R™ es diferenciable, su derivada direccional en x € X segin
u € R™ se calcula por la formula

Df(e)(u) = lim TEF ) = 1)

t—0 t

)

cuando el limite del segundo miembro tenga sentido. I

Definicién 1.5. Sean X ¢ R™, Y < R"™ dos conjuntos arbitrarios.

(1) Una aplicacién biyectiva f : X — Y es un difeomorfismo si tanto f : X —
Y como f~!:Y — X son diferenciables.

(2) Una aplicacién f : X — Y es un difeomorfismo local en x € X si existen
entornos abiertos U de z en X y V de f(x) en Y de modo que V = f(U) y la
restriccién f|U : U — V es un difeomorfismo.
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Un difeomorfismo local entre abiertos de R™ se caracteriza infinitesimalmente
mediante la derivada:

Teorema 1.6 (de inversién local). Sea U < R™ un abierto, f : U — R™ una
aplicacion diferenciable y x € U. Entonces f es un difeomorfismo local en x si y
solo si la derivada D f(x) es un isomorfismo lineal.

Obsérvese que en este enunciado la condicién necesaria es una consecuencia
inmediata de la regla de la cadena y vale para difeomorfismos locales de abiertos
de semiespacios. La condicién suficiente es el denominado teorema de la funcion
inversa, y para abiertos de semiespacios hay que refinar el enunciado (1.2.4, p.5,
1.4.8, p.20).

2. Variedades con borde diferenciable

Definiciéon 2.1. Un subconjunto X de R™ es una variedad diferenciable si para
cada punto x € X existe un difeomorfismo ¢ : A — U de un abierto A de un
semiespacio HP sobre un entorno abierto U de x en X. Un tal difeomorfismo ¢
se llama parametrizacién (local) de X, el difeomorfismo inverso o' : U — A
se llama sistema (local) de coordenadas de X y U se llama dominio de coorde-
nadas. Dadas dos parametrizaciones ¢ : A — U y ¥ : B — V de una variedad
diferenciable, el difeomorfismo

vV lopio  (UNV)>UNV - H{UANY)
se denomina cambio de coordenadas.

En otras palabras, una variedad diferenciable es un conjunto localmente di-
feomorfo a un semiespacio afin. Por otra parte, una wariedad topoldgica es un
conjunto localmente homeomorfo de un semiespacio afin.

Observaciones 2.2. (1) Una variedad es localmente homeomorfa a un semi-
espacio afin. En consecuencia, es localmente compacta y localmente conexa por
caminos. Por lo primero, es un conjunto localmente cerrado (esto es, abierto en su
adherencia, o equivalentemente cerrado en algin abierto que lo contiene) del es-
pacio afin que la contenga. Por lo segundo, sus componentes conexas son conexas
por caminos y son conjuntos abiertos y cerrados de la variedad.

(2) Un subconjunto abierto de una variedad es una variedad a su vez. En
particular, las componentes conexas de una variedad son variedades. I
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Si ¢ : A — U es una parametrizacién de la variedad X con z € U y ¢~ ()
esté en el interior del semiespacio HP, se puede reducir A para que sea un abierto
de RP. En otro caso, esto no es posible. Para analizar esta cuestién rigurosamente,
necesitamos el siguiente resultado elemental:

Lema 2.3. Sea W un abierto de RP, A : R? — R una forma lineal no nula, y
f: W — R? una aplicacion diferenciable cuya imagen estd totalmente contenida
en el semiespacio HY = {\ = 0} c RY. Si x € W es tal que \(f(x)) = 0, entonces
Ao Df(x)=0.

Demostracion. Sea u € RP. Tenemos

MDf(z)(u)) = )\( lim f(ff‘f‘“;)—f(f’?)) = l{im >\(f($+tu)t)—>\(f($))

t—0 t—0

)

por la continuidad y la linealidad de A. Pero como A(f(z + tu)) = 0 = A(f(z)),
el numerador del ultimo limite es = 0, luego el limite por la derecha es = 0 y por
la izquierda es < 0. Como el limite existe, debe ser 0, es decir A(Df(z)(u)) = 0.

Nétese que la frontera de un semiespacio HP = {\ > 0} es simplemente el
espacio lineal JHP = {\ = 0}, que tiene dimensién p — 1 y es pues isomorfo a
RP~!. Asi, el enunciado anterior compara esa frontera con las imagenes de una
aplicacién diferenciable y de su derivada. De esta comparacién se deduce ya que
el borde es invariante por parametrizaciones:

Proposicion 2.4. Sean X < R™ una variedad diferenciable, ¢ : A — U, A < HP,
Y : B —V, B c HY! parametrizaciones de X, ya € U V. Entonces p = q vy
0 Y(a) estd en la frontera de HP siy sélo si ' (a) estd en la de HI.

Demostracion. Como el cambio de coordenadas
f=tlop: A= UNV)>UnNV 5y (UnV)=5B

es un difeomorfismo, su derivada Df(¢~!(a)) : RP? — R? es un isomorfismo, con
lo que p = ¢q. Es claro ademés que mediante un cambio lineal de coordenadas
podemos suponer que las dos aplicaciones lineales que definen los semiespacios
son la misma proyeccién coordenada A: (1, ..., xp,) — x1. Ahora, supongamos que
o Ya) ¢ {0} xRP~! pero f(¢~!(a)) = ¥~ (a) € {0} xRIL. Sea W = {x1 >0}n A/,
que es abierto en RP y contiene a ¢~ !(a). Resulta

fW) e f(A) e B'cH = {21 2 0}, Mf(¢~'(a)) = \¥ ' (a)) =0,
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y por el lema anterior D f(¢~!(a)) tiene su imagen contenida en el niicleo de \,
que es el hiperplano x1 = 0. Esto significa que esa derivada no es un isomorfismo,
contra lo que antes se senald.

Por simetria se concluye la equivalencia. |

En virtud de este resultado, la siguiente definicién no depende de parametri-
zaciones y es consistente:

Definicion 2.5. Sea X < R™ una variedad diferenciable. Se dice que un punto
x € X estd en el interior (resp. borde) de X si para alguna parametrizacién
p:A—U, AcHP con x € U, o~ (z) no esté (resp. ¢~ () estd) en la frontera
de HP; el conjunto de esos puntos se denota Int(X) (resp. 0X). Diremos que X
es una variedad sin borde si 0X = &y con borde si 0X # .

Corolario 2.6. Sea X ¢ R™ una variedad diferenciable.

(1) Int(X) es abierto en X y 0X = X\Int(X) es cerrado en X.
(2) Int(X) y 0X son variedades diferenciables, ambas sin borde.

Demostracion. Sea ¢ : A — U, A c HP una parametrizacién. El conjunto Int(A) =
A\OHP = ¢~ }(U n Int(X)) es abierto en R? y la restricciéon | Int(A) : Int(A4) —
U nInt(X) es un difeomorfismo. Asimismo el borde 0A = AnJHP = o~ H(UnoX)
es abierto en OHP = RP~! y p|0A : A — U n 0X es un difeomorfismo. Todo esto
implica las afirmaciones del enunciado. 1

Es por lo anterior que a veces se emplea el término variedad con borde dife-
renciable. En fin, de la proposicién 1.2.4, p.5, deducimos:

Teorema 2.7 (de invarianza del borde). Sean X < R™ e Y < R" wariedades
diferenciables y f : X — Y wun difeomorfismo. Entonces f(0X) = 0Y, y en
consecuencia f(Int(X)) = Int(Y).

Demostracion. Si ¢ : A — U < X es una parametrizacién de X, entonces f o ¢ :
A— f(U)cYloesdeY. 1

(2.8) Localizaciones. Nuestra definicién de aplicacién diferenciable f : X —
Y depende de las inclusiones X < R™, Y < R”. Para variedades esto es sélo
aparente: f es diferenciable si y s6lo si para cada x € X existen parametrizaciones
p:A->UdeXyy:B—->VdeYconzeU, f(x)eVy f(U) <V, de manera
que la localizacion ¢~ fo : A — B sea diferenciable. I
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El comportamiento del borde es muy relevante para la manipulacion de apli-
caciones entre variedades. Para simplificar la exposicién de muchos resultados,
introducimos la terminologia siguiente:

Definicién 2.9. Una aplicacién f : X — Y entre variedades conserva el borde en
T < X si todo punto z € T tiene un entorno U en X tal que f(U n dX) < Y.
Convenimos que esto se cumple trivialmente si 7' < Int(X).

Noétese que para difeomorfismos se conserva el borde y el interior, pero una
aplicacién que no es difeomorfismo puede conservar el borde y no el interior.
Véase a este respecto el resultado 1.8.4, p.43.

La invarianza del borde también es cierta para variedades topolégicas, como
consecuencia del denominado teorema de invarianza del dominio. Veremos esto
en el ultimo capitulo (IV.3.2, p.128).

(2.10) Dimensién. (1) Sea X < R™ una variedad diferenciable, z € X y
0:A—->U, AcHP; ¢:B—V, Bc H,

parametrizaciones con x € U n V. Ya sabemos que debe ser p = d: este niimero,
que es < m , se llama dimension de X en z, y se denota dim, X. Notese que si
x estd en el interior de la variedad, es dim, Int(X) = dim, X, y si = estd en el
borde, dim, 60X = dim, X — 1.

Se llama dimension de X y se denota dim X, al mdximo de las dimensiones
dim, X, x € X.

Destaquemos que, de nuevo por el teorema de invarianza del dominio (loc.
9y
cit.), esta definicién de dimensién sirve también para variedades topoldgicas.

(2) Por la propia consistencia de la definicién, la dimensién es localmente
constante, y por el argumento tipico de conexién, constante en cada componente
conexa de X. En general, si la dimensién es constante en todo X, decimos que X es
de dimensioén pura. Es habitual reducirse a este caso, considerando separadamente
cada componente conexa de la variedad dada (y recordemos que las componentes
conexas de una variedad son conjuntos abiertos y cerrados).

Una variedad de dimensién pura 1 se llama curva, y una de dimensién pura 2 se
llama superficie. S6lo las curvas y las superficies estan completamente clasificadas.
Veremos en IV.1 que las curvas conexas son sélo cuatro: R, [0,1), [0,1] y S™.

(3) Si X < Y son dos variedades diferenciables de dimensiones p y ¢ en
un punto x € X, denominamos codimension de X en'Y en el punto x al nimero
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codim, (Y, X)) = g—p. Si esta codimension es constante se dice que la codimensién
es pura, y se denota codim(Y, X). Si X c Y tiene codimensién pura 1 en Y se
denomina hipersuperficie de Y. I

Ejemplos 2.11. (1) El espacio afin R? es una variedad diferenciable sin borde,
de dimensién pura p.

(2) Un semiespacio HP es una variedad diferenciable de dimensién pura p, con
borde el hiperplano 0HP, difeomorfo a RP~!, y con interior difeomorfo a RP.

(3) La esfera unidad SP = {|z| = 1} = RP*! es una variedad diferenciable
sin borde, de dimensién pura p. Esto se puede ver utilizando dos proyecciones
estereograficas, y, por ser la esfera compacta, es imposible hacerlo con menos de
dos parametrizaciones.

(4) El disco unidad cerrado (o bola unidad cerrada) DP*! = {|z| < 1} < RP*!
es una variedad diferenciable de dimensién pura p + 1, con borde la esfera SP e
interior la bola unidad abierta que es difeomorfa a RPTL.

(5) El espacio proyectivo real P"(R), considerado como subconjunto de RY via
(zo:...:2y) > (zizj/ Y 77) es una variedad diferenciable con parametrizaciones
@i tR" > P*"(R) : (tj)jpei— (to:...: 1. i ty). I

(2.12) Espacio tangente. Sean X — R™ una variedad diferenciable, ¢ : A — U
una parametrizacién, y € U; serd A < HP, p = dim, X. Como ¢ = ¢! es
diferenciable, tal vez reduciendo U, existe un abierto W de R™ tal que WnX = U
y una aplicacién diferenciable ¢ : W — RP tal que ¢|U = ¢. En consecuencia
la composicién ¢ o p : A — RP es la inclusién canénica, y derivando resulta
Idge = D¢(z) o Dp(p~1(x)). Esto significa que Dp(¢~1(x)) : RP — R™ es
una aplicacion lineal inyectiva. Consideremos ahora una segunda parametrizacion
¥ : B —V conxeV ylacomposicion

f=p o HUANV)>UANV 5o H({UNV),

que es un difeomorfismo y cuya derivada D f(¢)~!(x)) es por tanto un isomorfismo
lineal. Como ¢ o f =1, por la regla de la cadena tenemos

Dy(o () o Df(~(x)) = Dip(yp~ (),

y en consecuencia, la imagen de D (¢~ (x)) estd contenida en la de Dp(o~!(z)).
Intercambiando los papeles de ¢ y 1 resulta el otro contenido y por tanto las
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dos derivadas tienen la misma imagen. Esa imagen es un subespacio lineal de
dimension p de R™ por ser las derivadas de las parametrizaciones inyectivas.

La tdltima observacién justifica la siguiente definicion:

Definicién 2.13. Sea X < R™ una variedad diferenciable y = € X. Para cualquier
parametrizacién ¢ : A — U de X, A < HP, con x € U, la imagen de la aplicacién
lineal Dp(p~1(z)) : RP — R™ se denomina espacio tangente a X en x y se denota
T,X.

Por lo anterior sabemos ademés que dim, X = dim T, X, y que Dp(o~!(z))
es un isomorfismo de RP sobre T, X . Notese que si z € 0X, entonces 0X tiene su
espacio tangente T,,0X, que es un hiperplano de 7, X.

(2.14) Producto de variedades. Sean X < R™ Y < R” dos variedades diferen-
ciables, una sin borde (que podemos suponer es Y, ya que la permutacién de coor-
denadas R™ x R™ — R™ x R™ es un difeomorfismo). Entonces X x Y < R™ x R”
es una variedad diferenciable, con borde 0(X x Y) = (0X) x Y. Ademas, para
cualquier (z,y) € X x Y se tiene

dimg ) (X x V) = dim, X +dim, Yy Tp (X x V) = T X x T,Y.

En efecto, sean ¢ : A — U, A < HP, una parametrizacién de X con x € U y
Yv:B—->V BcR! unadeY conyeV. Resultaque p xp: AxB—->UxV
es una parametrizaciéon de X x Y con (z,y) € U x V. Como A x B es abierto de
HP x R? = HP*9 se deducen las afirmaciones sobre borde y dimensién. Por otra
parte, D(¢ x ¥)(z,y) = Dp(x) x DY(y) : RP x R? — R™ x R", y se sigue la
afirmacién sobre los espacios tangentes. I

Si Y tuviera borde, en la construccién precedente B seria un abierto de HY y
A x B seria un abierto del cuadrante HP x HY. Este cuadrante es homeomorfo,
pero no difeomorfo al semiespacio HP? (prob.8 de este capitulo, p.45). Por eso
al hacer el producto se supone una de las variedades sin borde.

Ejemplo 2.15. El producto S'x S! = R* es una superficie diferenciable sin borde,
difeomorfa al toro de revolucion X < R? de ecuacion 16(x%+y?) = (22+y>+ 22+ 3)?
obtenido rotando alrededor del eje z la circunferencia unidad del plano (y, z) de
centro (2,0) (véase el prob.35 de este capitulo, p.49). El producto T = S!x St <
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R* se denomina toro plano por razones que tienen que ver con su geometria: es
localmente isométrico a R2. I

3. Particiones diferenciables de la unidad

Las particiones continuas de la unidad tienen su version diferenciable, de uso
imprescindible en muchas construcciones.

(3.1) Funciones meseta. Utilizaremos a menudo funciones diferenciables de una
variable R — [0, 1] como las siguientes, cuyas gréficas representamos junto a su
definicion.

(1) La primera es la bien conocida funcién absolutamente plana (en t = 0):

1
0 sit <0,
f =1 exp(—1/t) sit> 0.

0

(2) A continuacién deformamos f:

1

0 )

(3) Simetricemos la funcién g5 anterior:

1
hs(t) = gs(—t) para 0 > 0.

50

(4) La funcion meseta de la recta real es:

ps(t) = gs(1+1t) - gs(1 —t) para 0<d<1.

-1 146 ]1-96 "1
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(5) En fin, la funcién meseta de R™ es:

p:R™ = [0,1]: 2 p(|z — al?/e?) parae > 0.

ll
o

grafo de p en R™*1 distribucién de valores de p
en su dominio R™

Aqui 0 < k =ev/1—90 <econ 0 <d < 1. De esta manera, 0 < Kk < € se pueden
fijar arbitrariamente a priori. I

Ejemplos 3.2. Las construcciones anteriores se adaptan para conseguir cual-
quier variante que convenga. Ilustramos esto con varios ejemplos cuyos grafos
dibujamos junto a las formulas que los definen.

(1) A partir de la funcién gs de 1.3.1(2) y € > 0 obtenemos dos variaciones
diferenciables de f(t) = t:

tgs(t —e)

t(1—gs(t —¢))

0 5 e+9 0 € € + ]
(2) Interesante resulta también la integral de la funcién g; (6§ = 1 en 1.3.1(2)),

que sirve para hacer diferenciable una esquina, segin se aprecia al dibujar su
grafo:

a(t) = §', gi(s)ds

N[—=

N[



